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1 Einleitung

1 Einleitung

In der klassischen Aussagenlogik kann man die Frage stellen, ob es eine Moglichkeit gibt,
die Variablen einer aussagenlogischen Formel so zu belegen, dafl die Formel wahr wird.
Dieses Erfiillbarkeitsproblem ist von zentraler Bedeutung in der Informatik, insbeson-
dere auf dem Gebiet der theoretischen Informatik. Das Problem, eine beliebige Formel
effizient auf Erfiillbarkeit zu testen, fithrte zur Definition der Komplexititsklassen P
und NP [Coo71, Kar72]. Bis heute ist es ein ungeldstes Problem, ob diese beiden Klas-
sen tatsdchlich voneinander verschieden sind und somit kein effizienter Algorithmus zur

Losung des Erfiillbarkeitsproblems zur Verfiigung steht.

Bei der theoretischen Untersuchung von Problemen ist der Zufall ein wichtiges Werkzeug.
Die Wahl eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsmodells soll es erméglichen, praktisch auf-
tretende Probleme nachzubilden. Beim Erfiillbarkeitsproblem nutzt man oft Formeln in
konjunktiver oder disjunktiver Normalform. Die Klauseln dieser Formeln kénnen zufillig
gewdhlt werden. Hierbei bieten sich verschiedene Varianten an: Es kann z. B. aus allen
moglichen Klauseln eine bestimmte Anzahl zufillig ausgewéhlt werden oder es tritt bei-

spielsweise jede Klausel mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auf.

Hier ist es bekannt, dafi das Erfiillbarkeitsproblem zufélliger aussagenlogischer k-SAT-
Formeln ein Schwellverhalten zeigt. Diese Formeln liegen in konjunktiver Normalform
vor. Eine Klausel der Formeln enthélt also genau k Literale. Die Anzahl der Variablen
sei n. Fiir jedes k existiert ein C' = C(k,n), so daB fiir alle Konstanten € > 0 die Formeln
mit hochstens (C' —€) - n vielen Klauseln mit hoher Wahrscheinlichkeit erfiillbar sind, die
Formeln mit mehr als (C'+¢)-n jedoch nicht. Die Bestimmung des Schwellwertes C' ist ein

grofes offenes Problem in der Theorie zufiilliger aussagenlogischer Formeln [Fri99, AP03].

Bei der Approximation des Schwellwertes kann man sich sowohl von der erfiillbaren als
auch von der unerfiillbaren Seite ndhern. Die Beweismethoden, die die erfiillbare Seite be-
handeln, nutzen oft einen effizienten Algorithmus, der mit hoher Wahrscheinlichkeit eine
erfiillende Belegung der Formel berechnet. Die besten algorithmischen unteren Schran-
ken findet man in [FS96, KKL02], die besten nichtalgorithmischen in [AP03].

Anders verhilt es sich dagegen bei der Nichterfiillbarkeit. Man weifl durch nichtalgorith-
mische Untersuchungen des Erwartungswertes, daf§ C' durch eine Konstante beschrénkt
ist [DBM00, KKKS98]. Dies liefert jedoch noch keinen Algorithmus, der die Unerfiill-
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barkeit einer Formel mit linear vielen Klauseln effizient nachweist. Diese Formeln sind
algorithmisch schwierig zu behandeln: In [CS88] bzw. [Fu95] wurde gezeigt, dafl Resolu-
tionsbeweise von nichterfiillbaren Formeln mit linear vielen Klauseln mit hoher Wahr-
scheinlichkeit exponentiell lang sind. Damit haben aber auch {ibliche Backtrackingver-
fahren mit beliebigen Heuristiken fast immer exponentielle Laufzeiten fiir diese Formeln.
Die bisher besten bekannten algorithmischen Schranken fiir Polynomialzeitverfahren, die

hier fiir fast alle Formeln die Unerfiillbarkeit exakt nachweisen, sind deutlich gréfer:

Jahr Anzahl der Klauseln

nk—l
1998 [BKPS98] Q| —
(logn)

2001 [GKO1] 2k . (k/2)7 -In"n - n*/? (nur fiir gerade k)
2001 [FGO1] 8 -n3/2t¢ ¢ > 0 und konstant (nur fiir 3-SAT).

Fiir den Fall £ = 4 wird nun gezeigt, da8 die obere Schranke Poly(logn) - n? aus [GKO01]
um den Faktor Poly(log n) reduzierbar ist: Erstmalig kann mit Algorithmus 7.13 im Kapi-
tel 7 ein Verfahren vorgestellt werden, welches fiir fast alle zufélligen 4-SAT-Formeln mit
c¢-n? vielen Klauseln die Nichterfiillbarkeit effizient, also in polynomieller Zeit, beweist.
Hierbei ist ¢ > 116,16 eine Konstante. Die verwendeten Techniken sind grundsétzlich
anders als in [GKO1]. Tatséchlich erscheint es nicht einfach moglich, die Verfahren aus

[GKO1] in 4-SAT-Formeln mit ¢ - n? Klauseln anzuwenden.

Die Grundidee des Algorithmus ist relativ einfach. Alle Belegungen der Variablen der
Formel werden an Hand ihrer Paritdt unterschieden. Dabei hat eine Belegung einer For-
mel Paritdt, wenn die Mengen der mit wahr und der mit falsch belegten Variablen fast
gleich grof} sind und im Wesentlichen nur Klauseln vorhanden sind, die fiir diese Be-
legung eine ungerade Anzahl an Literalen enthalten, die wahr sind. Nun erfolgen zwei
einfache Tests, die nachweisen kénnen, daf es keine erfiillenden Belegungen ohne bzw.
mit Paritdt gibt. Der erste Test weist nach, dafl es keine erfiillende Belegung ohne Paritét

gibt. Der zweite Test schliefit alle Belegungen mit Paritéit aus.

Der erste Test ist eine Reduktion auf die Diskrepanzeigenschaften von Hypergraphen.
Hierzu bilden wir z.B. aus einer Klausel (1 V 2 V x3 V x4) durch das Entfernen des
Literals x4 die gerichtete Hypergraphkante (z1,z2,z3). Dies folgt im Ansatz den spek-
tralen Untersuchungen in [GJ02]. Aus dem effizienten Nachweis der geringen Diskrepanz

in den Hypergraphen wird folgen, daf} es keine erfiillenden Belegungen ohne Paritéit gibt.
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Im zweiten Test wird eine Reduktion auf das MAXCUT-Problem verwendet. Hierzu
wird jede Klausel (1 V z2 V 23 V 24) in der Mitte geteilt und so die Kante xjx9—x314
erzeugt. Der entstehende Graph enthilt n? viele Knoten und ca. ¢ - n? viele Kanten.
Bei dem MAXCUT-Problem hat man als Eingabe einen Graphen G = (V, E) und fragt
nach einer Partition V = V; U V5, so dafl die Anzahl der Kanten zwischen V7 und V5
maximiert wird. Fiir zufillige 4-SAT-Formeln ist der entstehende Graph zufillig. Er hat
dann einen maximalen Schnitt, der mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht wesentlich grofier
als die Halfte seiner Kantenzahl ist. Damit zeigt die MAXCUT-Approximation von Goe-
mans und Williamson [GW95], da der maximale Schnitt mit hoher Wahrscheinlichkeit
hochstens (1/2+0)/0.87-|E| Kanten und somit deutlich weniger als alle Kanten enthélt.

Jede erfiillende Belegung mit Paritét impliziert einen Schnitt in diesem konstruierten
Graphen, der fast alle Kanten enthélt. Aus diesem Widerspruch folgt dann die Unerfiill-

barkeit der Formel.

Die Analyse des zweiten Tests ist die einfachere von beiden. Hier folgt in Kapitel 6
aus den Chernoff-Schranken die Konzentration der Grofle des maximalen Schnitts um
die Halfte der Kantenzahl. Der erste Test erfordert eine umfangreichere Analyse. Die

Grundideen hierfiir sind im néchsten Abschnitt zusammengefafit.

In [GJ0O2] werden die Diskrepanzeigenschaften von Hypergraphen auf Diskrepanzeigen-
schaften von einfachen Graphen zuriickgefiihrt. Beispielsweise kann man aus der gerich-
teten Hypergraphkante (z1, z2, x3) die Kante {1, x2} eines einfachen ungerichteten Gra-
phen konstruieren. Dieser Ansatz erfordert fiir 4-SAT eine Klauselwahrscheinlichkeit von
p=c /n2+s

scheinlichkeit des Hypergraphen hinreichend klein, so daf3 fast jede Hypergraphkante

, wobei € > 0 eine beliebige Konstante ist. Hierdurch wird die Kantenwahr-

genau einer Kante in einem solchen Graphen entspricht. Nun spiegeln sich die Diskrep-
anzeigenschaften eines Hypergraphen in einem einfachen Graphen wider. Die Kapitel 3
und 4 beinhalten eine kurze Einfiihrung in die Methode aus [GJ02] und zeigen hierdurch
deren Moglichkeiten, aber insbesondere auch deren Grenzen auf. Bei der Betrachtung von
¢ -n? vielen Klauseln entstehen Hypergraphen mit ¢ - n? vielen Kanten. Bildet man nun
hieraus einfache Graphen, so wird im Durchschnitt jede Kante des Graphen von 2c¢ ver-
schiedenen Hypergraphkanten erzeugt. Der entstehende Graph wird nahezu vollsténdig

sein und ist daher ungeeignet fiir die weitere Untersuchung der Diskrepanzeigenschaften.

Eine Losung fiir dieses Problem konnte im Kapitel 5 durch den Einsatz von Multigra-
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phen, also der Verwendung von Mehrfachkanten in einem Graphen, gefunden werden. Ein
wichtiges Hilfsmittel beim Nachweis der Diskrepanzeigenschaften ist der Zusammenhang
zwischen der Diskrepanz und den Eigenwerten der Laplace-Matrix. Durch das Korollar
2.5 in [ASE92], Kapitel 9, wird dieser Zusammenhang fiir regulére Graphen untersucht.
In [Chu97] erfolgt mit Theorem 5.2 die Verallgemeinerung fiir alle einfachen Graphen.
Mit der hier eingefiihrten Diskrepanznotation fiir Multigraphen kann dieser Zusammen-

hang nun in Kapitel 2 auf Multigraphen ausgedehnt werden (Theorem 2.15).

Die betrachteten Multigraphen sind fast regulédr. Dies ermoéglicht es, die Eigenwerte
der Laplacematrix eines Multigraphen iiber die Eigenwerte der Adjazenzmatrix ab-
zuschétzen. Dadurch werden zwei wichtige Ergebnisse erzielt. Zum einen kénnen durch
die Betrachtung von geschlossenen Wegen in zufilligen Multigraphen Aussagen iiber die
Eigenwerte der Adjazenzmatrix getroffen werden und somit die Diskrepanzeigenschaf-
ten untersucht werden (Theorem 2.16). Zum anderen wird mit dem Algorithmus 2.17
ein Verfahren gewonnen, welches die Eigenwerte der Laplacematrix und somit Diskre-
panzeigenschaften effizient aus der Adjazenzmatrix approximiert. Dies beinhaltet einen
weiteren Vorteil. In der Adjazenzmatrix werden nur natiirliche Zahlen verwendet, so dafl
hier die Berechnungen exakt méglich sind. In der Laplacematrix kommen reelle Zahlen
vor, so daf} bei der Berechnung der Eigenwerte in herkémmlichen Computern Rundungs-

fehler beachtet werden miissen.

Der hier entwickelte Algorithmus 7.13 zur effizienten Zertifizierung der Unerfiillbarkeit
sowie die hierzu nétigen Eigenwerttechniken sind wesentlicher Bestandteil von [CGLS03].
Im Algorithmus werden Funktionen f: N — R mit f(n) = o(1), also lim,_.~ f(n) =0
verwendet. Dabei ist n die Anzahl der Variablen. So ergibt es sich in einem Programm-
teil, daf} fast alle Kanten eines Graphen im maximalen Schnitt liegen miissen. Die Anzahl
der Kanten, die nicht im Schnitt liegen, sind anteilig vernachléssigbar klein. Dieser An-
teil soll beispielsweise nicht mehr als das f(n)-fache der Kantenanzahl betragen. Will
man nur die Existenz eines effizienten Algorithmus zeigen, so ist es wie in [CGLS03]
ausreichend, mit den o(1)-Ausdriicken zu arbeiten. Fiir eine Implementierung sind je-
doch exakte Funktionen erforderlich. Daher wurden diese bestimmt und an Stelle der

o(1)-Terme in den Algorithmus aufgenommen.

Mit den Erfiillbarkeitsproblemen von aussagenlogischen Formeln sind auch die Farbungs-
probleme von Graphen und Hypergraphen eng verkniipft. So entspricht beispielsweise das

Zweifarbungsproblem von r-uniformen Hypergraphen dem Not-All-Equal-Sat-Problem
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von r-KNF-Formeln, in dem nur positive Klauseln auftreten. In Kapitel 8 wird dies
ausgenutzt, um neben einer einfachen oberen Schranke fiir die Nichtfirbbarkeit von
uniformen Hypergraphen einen effizienten Algorithmus zum Nachweis der Nicht-2-Férb-

barkeit von zufilligen 4-uniformen Hypergraphen mit c-n? vielen Kanten zu beschreiben.

Diese Farbungsprobleme zeigen ein analoges Schwellverhalten wie das SAT. Die Unerfiill-
barkeit einer SAT-Formel kann durch einen Resolutionsbeweis nachgewiesen werden. Fiir
Graphen gibt es von Gyotrgy Hajés eine Konstruktion zum Beweis der Nichtfirbbarkeit
[Haj61]. Interessant ist hier die Frage nach Beweisldngen. In [Hak85] wurden erstmals

Formeln vorgestellt, die exponentiell lange Resolutionsbeweise erfordern.

In [PU92] wird die polynomielle Aquivalenz von erweiterten Fregebeweissystemen und
dem Hajéskalkiil bewiesen. Damit erscheint es zur Zeit nicht moglich zu sein, eine expo-
nentielle untere Schranke fiir das Hajéskalkiil nachzuweisen. Das Hajoskalkiil ist auf ein-
fache Graphen beschrinkt. In [Ben83] gibt es erstmals eine Konstruktion, die auf Hyper-
graphen angewandt werden kann. Diese Konstruktion basiert auf der Hajoskonstruktion.
Sie nutzt jedoch Hypergraphen mit variablen Kantengréfien, d. h. im Konstruktionspro-
zefl werden Kanten mit 2,3, ... Knoten verwendet. Dies ist dem Korrektheitsbeweis ge-
schuldet, da wie in [Haj61] Aquivalenzklassen von nichtbenachbarten Knoten verwendet
werden. In Kapitel 9 wird eine neue Konstruktion vorgestellt, welche alle nicht-k-farbba-
ren r-uniformen Hypergraphen generiert. Diese Konstruktion verwendet in jedem Schritt
r-uniforme Hypergraphen und unterscheidet sich hierdurch von [Ben83]. Die Konstruk-
tion und die Beweisidee orientieren sich wieder am Hajéskalkiil. Die Nutzung der Aqui-
valenzklassen im Beweis ist nun nicht mehr moéglich. Zum Nachweis der Korrektheit der
Konstruktion war daher eine elementarere Analyse notwendig. Dies stellt einen weiteren

Beitrag dieser Arbeit dar.

Bei der Untersuchung von zufilligen Formeln bzw. Graphen héngt deren Groéfle vor allem
von der Variablen- bzw. Knotenzahl n sowie einer Wahrscheinlichkeit p = p(n) (z. B.
die Wahrscheinlichkeit fiir eine Klausel oder eine Kante) ab. Eine Eigenschaft A = A(n)
ist eine Teilmenge aller Formeln bzw. Graphen mit n Variablen bzw. Knoten. Dies kann
z. B. die Menge aller erfiillbaren 4-SAT-Formeln mit n Variablen bzw. die Menge aller 3-
farbbaren Graphen mit n Knoten sein. In Anlehnung an [Bol85] haben fast alle Graphen
(bzw. fast alle Formeln) die Eigenschaft A, wenn

lim Prob[G € A] =1

n—oo

10
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gilt. Analog wird hierfiir die Formulierung ,,G hat mit hoher Wahrscheinlichkeit die Ei-
genschaft A“ bzw. ,,G hat fast sicher die Eigenschaft A“ verwendet.

Ein eher philosophisch geartetes Problem ergibt sich daraus, daf§ die in der Arbeit vor-
gestellten Algorithmen nicht fiir jede Eingabe ein Ergebnis berechnen. Darauf soll kurz
eingegangen werden. In einem solchen Fall geben die Algorithmen FAIL aus. Diese Al-

gorithmen bezeichnen wir dann als effizient, wenn sie

o fiir jede Eingabe polynomielle Laufzeit haben,
e anteilig nur in o(1) vielen Féllen FAIL ausgeben und

e die Ausgabe (aufler FAIL) immer korrekt ist.

Es werden zufillige Graphen mit n Knoten bzw. zufillige Formeln mit n Variablen be-
trachtet. Ein effizienter Algorithmus darf hier fiir n — oo mit einer Wahrscheinlichkeit

o(1) FAIL ausgeben und muf} ansonsten korrekt sein.

Zur Bestimmung der Laufzeit von Algorithmen wird das uniforme Kostenmaf} verwen-
det. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf3 alle vorgestellten Algorithmen nur polynomiell
grofle Zahlen verwenden. Hiangt nun die Laufzeit eines Algorithmus ebenfalls von den
Konstanten k > 1 bzw. 0 < € < 1 ab, so darf sie fiir Polynomialzeitalgorithmen beziiglich

dieser Konstanten nur einen Faktor log k bzw. log1/e enthalten.

Zum Abschlufl dieser Diskussion sei noch auf folgenden Aspekt verwiesen: Von 4-SAT-
Formeln mit mindestens n? vielen Klauseln ist bekannt, daf sie mit hoher Wahrschein-
lichkeit nicht erfiillbar sind. Ein simpler Algorithmus kénnte nun bei einer solchen Formel
immer nicht erfiillbar ausgeben und wére anscheinend mit seiner konstanten Laufzeit be-
sonders effizient. Es handelt sich hierbei aber nicht um einen effizienten Algorithmus in
unserem Sinne, da er in w(1) vielen Féllen ein inkorrektes Ergebnis liefert. Er ist damit

fiir eine effiziente Zertifizierung der Unerfiillbarkeit nicht geeignet.

Auf Grund der vorangegangenen Betrachtungen gliedert sich die Arbeit in folgende Ka-
pitel: Das Kapitel 2 beginnt mit einer kurzen Einfithrung der Notation fiir Graphen und
Multigraphen, der Diskrepanz sowie verschiedener Matrizen, mit denen sich die Gra-
phen darstellen lassen. Die Notation orientiert sich an [Chu97]. Mit der Erweiterung der
Diskrepanznotation aus [Chu97] auf Hypergraphen wird in Theorem 2.15 das Theorem
5.2 aus [Chu97] auf Hypergraphen iibertragen. Durch dieses Theorem kann in fast re-

guldren Multigraphen eine Verbindung zwischen der Diskrepanz und den Eigenwerten

11
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der Laplacematrix eines Multigraphen hergestellt werden. Fiir die Anwendung dieses
Theorems wird der Begriff der Eigenwertseparierung eingefiithrt und der Zusammenhang
der Eigenwerte der unterschiedlichen Matrizen in Lemma 2.14 nachgewiesen. Diese Un-
tersuchungen fithren am Ende zum Algorithmus 2.19, mit dem die geringe Diskrepanz
von Multigraphen nachgewiesen werden kann. Dieser Algorithmus ist effizient, wenn der
untersuchte Multigraph mit hoher Wahrscheinlichkeit fast regulér ist und Eigenwertse-

parierung zeigt.

Im Kapitel 3 erfolgt eine Erweiterung des Diskrepanzbegriffes auf Hypergraphen. Fiir
zufillige Hypergraphen mit (n!*¢) vielen Kanten, aber auch fiir Graphen mit Q(n!*)
vielen Kanten wird gezeigt, daf3 sie mit hoher Wahrscheinlichkeit geringe Diskrepanz
zeigen. Durch diese Betrachtungen erhilt man aber noch nicht einen effizienten Algo-
rithmus, der diese geringe Diskrepanz nachweist. Dieser wird in den néchsten Kapiteln

erarbeitet.

Das Kapitel / enthilt die fiir diese Arbeit relevanten Ergebnisse aus [GJ02]. Zum einen
wird die geringe Diskrepanz eines 3-uniformen Hypergraphen auf die geringe Diskre-
panz seiner Projektions- und Produktgraphen zuriickgefithrt. Zum anderen wird ge-

€=3/2 ynd

zeigt, daf fiir zufillige Hypergraphen mit der Kantenwahrscheinlichkeit p ~ ¢n
0 < & < 1/6 alle Projektions- und Produktgraphen mit hoher Wahrscheinlichkeit fast
regulédr sind und Eigenwertseparierung zeigen. Dies erméglicht es, die geringe Diskrepanz
der Projektions- und der Produktgraphen und somit auch die geringe Diskrepanz der

Hypergraphen durch den Algorithmus 2.19 aus Kapitel 2 effizient zu zertifizieren.

Bei der Untersuchung von 4-SAT-Formeln mit ¢-n? vielen Klauseln sind 3-uniforme Hy-

1/2-3/2 interessant. Diese

pergraphen mit der Kantenwahrscheinlichkeit p ~ ¢/n =c-n
Hypergraphen sind so dicht (¢ = 1/2 > 1/6), dafl das im Kapitel 4 vorgestellte Verfah-
ren zum Nachweis der geringen Diskrepanz aus [GJ02] nicht verwendet werden kann.
Im Kapitel 5 werden nun Multigraphen fiir die Projektions- und Produktgraphen ein-
gesetzt und die Grundidee aus [GJ02] aufgegriffen. Hier wird zum einen bewiesen, dafl
die geringe Diskrepanz eines Hypergraphen ebenfalls aus der geringen Diskrepanz seiner
Projektions- und Produktmultigraphen folgt. Andererseits kann fiir zuféllige 3-uniforme
Hypergraphen mit der Kantenwahrscheinlichkeit p ~ ¢/n nachgewiesen werden, dafl
alle Projektions- und Produktmultigraphen mit hoher Wahrscheinlichkeit Eigenwertse-
parierung und damit geringe Diskrepanz haben. Unter Verwendung der Algorithmen aus

Kapitel 2 entsteht der Algorithmus 5.18 zum effizienten Nachweis der geringen Diskre-
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panz eines 3-uniformen Hypergraphen mit ¢ - n? vielen Kanten. Die Verwendung eines
Multigraphen erleichtert im Vergleich zu [GJ02] die Analyse des Projektionsmultigra-
phen. Dagegen ist die Analyse des Produktmultigraphen aufwendiger als in [GJ02].

Das Kapitel 6 beschéftigt sich mit dem maximalen Schnitt in zufilligen Graphen. Die
Anwendung der Chernoff-Schranken ergibt bei hinreichend grofler Kantenwahrschein-

lichkeit eine obere Schranke fiir die Grofie des maximalen Schnittes.

In Kapitel 7 werden die bisher erarbeiteten Resultate zusammengefiithrt. Im Ergebnis
entsteht der Algorithmus 7.13, der mit zwei einfachen Tests effizient die Nichterfiillbar-

keit fast aller zufilligen 4-SAT-Formeln mit ¢ - n? vielen Klauseln zertifiziert.

Das Kapitel 8 beschéftigt sich noch einmal mit uniformen Hypergraphen. Fiir diese
Hypergraphen wird das Férbbarkeitsproblem untersucht. Es kann eine einfache obere
Schranke fiir die Nicht-k-Farbbarkeit angegeben werden. Ferner wird eine Modifikation
des Algorithmus 7.13 aus Kapitel 7 erarbeitet, die es ermoglicht, die Nicht-2-Farbbarkeit

von 4-uniformen Hypergraphen mit ¢ - n? vielen Kanten effizient zu zertifizieren.

Das Kapitel 9 bildet den Abschlufl bei der Untersuchung der Farbungsprobleme in uni-
formen Hypergraphen. Es wird ein neues, auf [Haj61] basierendes Konstruktionsverfah-
ren eingefiihrt, mit dem alle nicht k-farbbaren r-uniformen Hypergraphen konstruiert

werden konnen.

2 Graphen, Multigraphen und Eigenwerttechniken

2.1 Diskrepanznotation fiir einfache Graphen

Es sei G = (V, E) ein einfacher Graph mit |[V| = n Knoten und |E| = m Kanten. In
diesem Graph kann es maximal (g) Kanten geben. Die Dichte der Kanten p berechnet
sich aus p = m/(3). Die Kantendichte p stellt eine Wahrscheinlichkeit dar. Wihlt man
zufillig aus der Menge der Knoten V' uniform zwei verschiedene Knoten u und v aus, so
betréigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl diese beiden Knoten eine Kante bilden, genau
|E|/(3). Es ist also Prob [{u,v} € E] = p.

Eine Teilmenge X C V spannt einen Teilgraphen G’ = (X, E(X)) auf. Es ist E(X) =

{{u,v} | {u,v} € E,u,v € X}. Die Anzahl an Kanten in G’ sei mx = |E(X)|. Es sei
|X| = an die Anzahl Knoten der Menge X. Wurde die Menge X zufillig gewihlt

13
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und sind alle Teilmengen von V mit an Knoten gleichwahrscheinlich, so kann leicht
die erwartete Anzahl an Kanten in G’ berechnet werden. Fiir zwei Knoten u und v

aus X betrdgt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl sie eine Kante bilden, wieder p. Aus

der Linearitéit des Erwartungswertes folgt sofort E [my] = (%')p = a?m + o(m). Die
Komplementmenge Y = V\X spannt ebenfalls einen Graphen G” = (Y, E(Y)) auf.
Offensichtlich ist |Y| = (1 — a)n. Analog erhélt man eine zu erwartende Anzahl von

X ((1_20‘)”) = (1 — a)?m + o(m) Kanten fiir den von Y aufgespannten Graph.

Zwischen den beiden Knotenmengen X und Y verlaufen ebenfalls Kanten. Es bezeichne
EX,Y)={(z,y) | {z,y} € E,z € X,y € Y} die Menge von Paaren, die solche Kanten
bilden. Man beachte an dieser Stelle, dal die Paare geordnet sind. Jede Kante zwischen
den Mengen X und Y spiegelt sich in zwei Paaren wieder. Der Hintergrund fiir diese
spezielle Defintion ist technischer Natur. Die Definition gleicht der in [Chu97] Seite
71. Hierdurch kénnen die Abschétzungen fiir |E(X,Y)| aus [Chu97] verwendet werden.
Die Anzahl dieser Paare sei wieder myxy = |E(X,Y)|. Diese Definition von E(X,Y)
verlangt nicht zwingend, dafl X und Y komplementér sind. Speziell fir X =Y ergibt
sich offensichtlich |E(X)| = |E(X, X)/2| bzw.

mx =mx,x/2 . (1)

Gilt jedoch X = V'\Y, so entspricht die Anzahl Kanten {x,y} zwischen diesen beiden
Knotenmengen genau der Anzahl geordneter Paare (z,y). Insgesamt gibt es in diesem
Fall [ X|-|Y| = a(l — a)n? viele mogliche Paare bzw. Kanten. Die erwartete Anzahl
an Paaren bzw. Kanten zwischen X und Y betrégt hier E[mxy] = p-|X]| - |Y| =
(m/(5)) - a(l = a)n? = 2a(1 — a)m + o(m).

Wir fithren nun den Begriff der Diskrepanz ein, um die Abweichung zwischen der tatséchli-
chen Anzahl an Kanten (bzw. geordneten Paaren) und der auf Grund der Kantendichte

p erwarteten Anzahl von Kanten zu messen:
Definition 2.1 (Diskrepanz-Notation). Es sei G = (V, E) ein einfacher und unge-

richteter Graph mit |V | = n Knoten und |E| = m Kanten.

1. Die Diskrepanz bzw. Abweichung (an Kanten) der Knotenmenge X C'V mit | X| =

14



2 Graphen, Multigraphen und Eigenwerttechniken

an beziiglich des Graphen G betrigt

Diskg(X) = ‘mX —p- <|)2(|> | .

2. Die Diskrepanz bzw. Abweichung (an Knotenpaaren) der Knotenmengen X C V
und Y = V\X mit | X| = an beziglich des Graphen G betrdgt

Diskg(X,Y) = |mxy —p-|X]|-|Y]|.

Setzt man p =m/(3) ein, so erhélt man fiir |X|=an und ¥ = V\X:

Diskg(X) = ’mX - a2m’ +o(m) und

Diskg(X,Y) = |mxy — 2a(1l — a)m| + o(m).

An dieser Stelle ist es moglich, die a-Diskrepanz eines Graphen als das Maximum aller
Diskrepanzen der Mengen X C V mit |X| = an zu definieren, wie es beispielsweise
in [Chu97] geschieht. Diese Art von Diskrepanz ist jedoch noch nicht ausreichend fiir
die weiteren Betrachtungen. Wir interessieren uns fiir Graphen, in denen die Anzahl
an Kanten fiir alle Knotenmengen X bzw. die Anzahl an Kanten in einem beliebigen
Schnitt, also zwischen X und Y = V\ X, nur geringfiigig vom Erwartungswert abweichen.
Im besonderen werden wir spéter Zufallsgraphen mit n — oo betrachten. Wir benttigen
nur, dafl die Abweichung vom Erwartungswert asymptotisch gering ist. Dies fiihrt uns

zu

Definition 2.2 (geringe a-Diskrepanz). Fin Graph G = (V, E) ist von geringer a-
Diskrepanz, wenn fir alle Knotenmengen X CV mit | X| = (a+o(1))n sowie Y = V\X
qgilt:

1. mx =a?-m-(1+0(1)) + o(m)
2. mxy =2-a(l—a)-m-(1+4+0(1))+ o(m).

Liegt in einem Graphen die geringe a-Diskrepanz fiir jedes denkbare « vor, so werden

wir von geringer Diskrepanz des Graphen sprechen:

Definition 2.3 (geringe Diskrepanz). Fin Graph G = (V, E) ist von geringer Dis-
krepanz, wenn er fir jedes o = a(n) mit 0 < «a(n) < 1 von geringer a-Diskrepanz

1st.
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Nun haben wir alle Voraussetzungen geschaffen, um uns mit den Diskrepanzeigenschaf-
ten von zufélligen Graphen zu beschéftigen. Versucht man zu bestimmen, ob ein Graph
geringe Diskrepanz zeigt, so ist dieses Problem co-NP-vollstindig (vgl. z. B. [BKVT81]
bzw. die Bemerkungen in [Chu97] auf Seite 71). Wir werden eine Familie zufilliger Gra-
phen angeben, in der zum einen fast alle Graphen geringe Diskrepanz aufweisen und
zum anderen diese Graphen fast regulér sind. Diese Regularitéit bietet uns die Moglich-
keit, die geringe Diskrepanz iiber die Eigenwerte der Matrixdarstellung des Graphen
abzuschitzen. Dies wird uns letztendlich einen schnellen Algorithmus liefern, der die

geringe Diskrepanz eines Graphen beweisen kann.

Es bezeichne d,, = d(v) den Grad eines Knoten v € V. Haben alle Knoten eines Graphen

im Wesentlichen den gleichen Grad d, so bezeichen wir diesen Graphen als fast d-regulér:

Definition 2.4 (fast d-regulir). Fin Graph G = (V, E) heifst fast d-regulir, wenn fiir
alle Knotenv eV
dy =d(1+0(1))

gilt.

2.2 Diskrepanznotation fiir Multigraphen

Unter einem Multigraphen M verstehen wir ein Tripel M = (V, F, f). V sei die Menge der
|V| = n Knoten. F sei eine Menge von |F| = m(M) = m Kanten. Die Funktion f liefert
zu einer Kante e die beiden Knoten u und v, welche durch diese Kante verbunden werden.
Im Falle von ungerichteten Multigraphen erhalten wird eine zweielementige Menge, bei
gerichteten ein geordnetes Paar von Knoten. Im weiteren sind wir hauptséchlich an
ungerichteten und schlingenfreien Multigraphen interessiert. Die Kanten haben also keine
Richtung und es treten keine Schlingen auf. Der Grad d, = d(v, M) eines Knotens v
bestimmt sich wieder aus der Anzahl der Kanten, in denen dieser Knoten vorkommt. Es
ist also
dlv,M)=d,=e:e€ F und v € f(e)].

Mit dem Multigraphen M korrespondiert ein einfacher gewichteter Graph G = G(M) =
(V,E,c: VxV — N). Die Knotenmengen sind identisch. Im Graphen G soll es zwischen
zwei Knoten eine Kante geben, wenn es im Multigraphen M mindestens eine Kante zwi-
schen diesen beiden Knoten existiert. Die Anzahl dieser Kanten sei im Gewicht dieser

Kante vermerkt.
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Die Konstruktion bzw. die Definition dieses Graphen kann am einfachsten iiber die

Gewichtsfunktion ¢ erfolgen. Wir zéhlen einfach die Anzahl der Kanten im Multigraphen:
c(u,v) =|{e: e € Fund f(e) = {u,v}}|
Der Multigraph ist ungerichtet und schlingenfrei, damit gilt
c(u,u) =0 und c(u,v) = c(v,u) .

Es gilt nur ¢(i,7) > 0, wenn im Multigraphen mindestens eine Kante zwischen ¢ und j

verlduft. Damit definiert sich die Menge E der Kanten des Graphen G aus:
E = {{u,v} : ¢(u,v) >0} .

Interessant sind noch folgende Zusammenhénge: Der Grad eines Knotens im Multigra-
phen kann nun durch die Addition der entsprechenden Kantengewichte in G bestimmt
werden. Die Anzahl aller Kanten in M kann aus der Summation aller Gewichte gewonnen

werden. Es gilt also:

d(u, M) = Y efu,v) und m(M) = % S dw M) = Y e(u) . (2)

veV veV u,veV
u<v

Analog kann man mit nicht einfachen oder mit gerichteten Multigraphen verfahren und

entsprechende Graphen bilden.

Wir untersuchen zunéchst, wie die Begriffe der Diskrepanz bzw. der Regularitit auf die
neuen Graphen iibertragen werden konnen. Betrachten wir eine Teilmenge X C V der
Knoten des Multigraphen M, so spannen diese wieder einen Teilgraphen auf. Es sei F(X)
die Menge der Kanten, die nur Endpunkte in X besitzen. Es ist also im ungerichteten

Multigraphen
E(X)={e:ec Fund f(e) C X} (3)
Die Anzahl dieser Kanten, die nur zwischen Knoten aus X verlaufen, sei
mx = |E(X)| . (4)

Analog zu den Gleichungen in (2) kann diese Zahl auch durch die Summation der ge-
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eigneten Gewichte in G ermittelt werden. Wenn wir zwei Knotenmengen X,Y C V
betrachten, so konnen wir nun in Ex y fiir alle geordneten Paare (z,y) € X x Y die
Kanten erfassen, die jeweils zwischen z und y, also einem Knoten aus X und einem

Knoten aus Y, verlaufen. Es ist also in einem ungerichteten Multigraphen:
EX,)Y)={(z,y,e):z € X,y €Y, f(e) = {z,y}} . (5)
Die Anzahl der Tripel in Exy wird in mx y gezdhlt:
mxy = |[E(X,Y)] . (6)

Der gleiche Wert kann ebenfalls wieder aus dem zugehorigen gewichteten Graphen G

gewonnen werden:

mxy = Z Z o(z,y) . (7)

zeX yey

Sind die Knotenmengen X und Y disjunkt, so entspricht in ungerichteten Graphen mx y
genau der Anzahl an Kanten, die zwischen X und Y verlaufen. Betrachtet man dagegen
X =Y, so zdhlen wir in mx x wieder die doppelte Anzahl an Kanten, die nur zwischen

Knoten in X verlaufen. Es gilt also auch hier wieder:

mx = mx,x/2 (8)
=2 Y Y ) )
rzeX yeX

Die Gleichungen 9 und 7 ergeben die Definition von mx und mx y fiir gewichtete Gra-
phen. Hier werden also nicht die Knotenpaare selbst sondern die Gewichte der zugehori-
gen Kanten gezdhlt. Will man hier wieder diese Werte als eine Anzahl von Kanten inter-

pretieren, so ist es sinnvoller, wieder einen entsprechenden Multigraphen zu betrachten.

Nun koénnen wir in analoger Art und Weise die geringe a-Diskrepanz fiir ungerichtete

Multigraphen sowie fiir ungerichtete gewichtete Graphen definieren:

Definition 2.5 (Geringe a-Diskrepanz von Multigraphen und gewichteten
Graphen). Ein einfacher ungerichteter Multigraph M = (V,F, f) (bzw. ein einfa-
cher ungerichteter gewichteter Graph G = (V,E,c: V x V. — N)) ist von geringer a-
Diskrepanz, wenn fiir alle Knotenmengen X CV mit | X| = (a+o(1))n sowie Y = V\X
qgilt:
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1. mx =a?-m-(1+0(1)) 4 o(m)
2. mxy =2-a(l—a)-m-(14+0(1))+ o(m).

Liegt in einem Multigraphen bzw. in einem gewichteten Graphen die geringe a-Diskrepanz

fiir jedes mogliche « vor, so werden wir von geringer Diskrepanz dieses Graphen sprechen:

Definition 2.6 (geringe Diskrepanz von Multigraphen und gewichteten Gra-
phen). Ein einfacher ungerichteter Multigraph M = (V, E, f) (bzw. ein einfacher un-
gerichteter gewichteter Graph G = (V, E,c: V. x V' — N)) ist von geringer Diskrepanz,

wenn er fir jedes o = a(n) mit 0 < a(n) < 1 von geringer a-Diskrepanz ist.
In Anlehnung an Definition 2.1 bezeichne
Diskp(X) = ‘mX — a2m} und (10)
Disky (X,Y) = |mxy — 2a(1 — a)m| (11)
die Diskrepanz im Multigraphen fiir V= X UY und | X| ~ an.

Definition 2.7 (Fast d-regulire Multigraphen und gewichtete Graphen). Ein
Multigraph M = (V, F, f) bzw. ein einfacher, ungerichteter und gewichteter Graph G =
(V,E,c: V xV — N) heifst fast d-regulér, wenn fir alle Knoten v € V

dy =d- (14 0(1))

gilt.

Ausgehend von der Definition 2.7 iiberlegt man sich leicht den Algorithmus 2.8 Fast_Re-
gulir_G, um einen Multigraphen G = (V, E, f) auf Fast-d-Regularitit zu testen. G liege

dabei wieder als Adjazenzmatrix vor.

Lemma 2.9. Es sei G = (V, E, f) ein Multigraph mit |V | = n sowie g: N — Q eine in
polynomieller Zeit berechenbare Funktion mit 0 < g(n) < 1 und g(n) = o(1). Wird auf
den Multigraphen G der Algorithmus 2.8 Fast_Regulir_G angewendet, dann gilt:

1. Wenn ein d ezistiert, so daff G beziiglich g(n) fast d-regulir ist, so findet der

Algorithmus ein solches d und hat als Ausgabe ,fast d-requldr®.

2. Wenn kein d ezistiert, so dafi G beziiglich g(n) fast d-reguldr ist, so gibt der Algo-

rithmus ,nicht fast d-requldr® aus.
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Algorithmus 2.8 (Fast_Reguliar G(A(G), ¢())).

Eingabe: - A - Adjazenzmatrix eines ungerichteten
Multigraphen G = (V, E, f) mit |V| = n oder |V| = n?
+9:N—=Q //g(n)=o(1), g(n) >0

Ausgabe: - deQ
- G ist / ist nicht fast d-reguldr

1. FOR EACH i € V DO D[i] == Spey A(G, k)

2. dpin ;= mingey DJi]

3. dmax = ImaX;ey D[Z]

4. d:— dmin "’2_ dmax

5. IF dmax — dmin < g(n)

6. THEN RETURN (G ist fast d-regulér) }

7. ELSE RETURN (G ist nicht fast d-regulér) }

3. Der Algorithmus hat polynomielle Laufzeit.

Beweis. Aus der Definition 2.7 ergibt sich, daf fiir eine Funktion g(n) = o(1) mit
g(n) > 0 der Graph G genau dann fast d-regulér ist, wenn |d, —d| /d < g(n) fir alle
Knoten v € V gilt. Es sei dyin der minimale Grad. Analog bezeichne dy.x den maxi-
malen Grad. Fiir die d-Regularitdt geniigt es nun dpj, und dp.x zu iiberpriifen. Fir
eine Funktion g(n) kann es verschiedene d geben, so da§ G fast d-regulir ist. Es sei
D; das kleinste d, so dafl G fast d-reguldr ist. Analog sei Do das grofite geeignete d.
Fiir ein gegebenes d erfiillen nun alle Grade d; mit d — d - g(n) < d; < d+d - g(n)
die Bedingung fiir fast d-reguldr. Fiir einen gegebenen Graphen mit n Knoten ist g(n)
konstant. Somit sind fiir ein monoton wachsendes d die fiir die Fast-d-Regularitéit ge-
eigneten Intervallgrenzen ebenfalls monoton wachsend. Daraus folgt, dafl fiir alle d mit
Dy < d < Dy der Graph G fast d-regulir ist. Ferner folgt aber sofort fiir D; (das klein-
ste d) D1 + Dy - g(n) = dmax und Dy — D; - g(n) < dpin. Hieraus folgt aber sofort
Dy < (dmax + dmin)/2 Analog gilt Dy — Dy - g(n) = dyin und Do + Da - g(n) > dmax.
Hieraus folgern wir aber Dy > (dpax + dmin)/2. Damit ist G fast (dmax + dmin ) /2-regulir.
Falls also ein d existiert, so dafi G fast d-regulér beziiglich g(n) ist, dann ist G auch fast
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(dmax + dmin)/2-regulir.

Offensichtlich bestimmt der Algorithmus in Zeile 1 alle Grade DJ[i] = d;. Die Laufzeit
hierfiir betriigt O(|V]?). Die Bestimmung des minimalen und des maximalen Grades in
den Zeilen 2 und 3 kann in O(|V]) realisiert werden. Wie eben gezeigt wurde, geniigt es
die Fast-(dmax + dmin)/2-Regularitét fiir den kleinsten Grad dpi, und den grofiten Grad
dmax zu iiberpriifen. Dies geschieht in den Zeilen 4 bis 7 mit einer Laufzeit von O(1).
Der Algorithmus ist somit korrekt und die Laufzeit betrigt O(|V|?). O

2.3 Eigenwerte und Multigraphen

In diesem Abschnitt werden zusétzlich zur Adjazenzmatrix weitere Matrizen zur Darstel-
lung von Graphen sowie einfache, bekannte Lemmata eingefiihrt. Die Notation orientiert
sich dabei an [Chu97]. Bei der algorithmischen Bestimmung der geringen Diskrepanz
eines Graphen unter Verwendung der Eigenwerte spielt das Theorem 5.2 in [Chu97] auf
Seite 73 eine wichtige Rolle. Dieses Theorem kann leicht auf Multigraphen angepaflt
werden. Hierzu ist es nur notwendig, die Diskrepanznotation zu erweitern. Das Theorem
kann dann analog zu [Chu97]| bewiesen werden. In diesem Theorem werden die Eigen-
werte der Laplace-Matrix eines Graphen verwendet. In den néchsten Kapiteln muf} eine
probabilistische Analyse dieser Eigenwerte durchgefiihrt werden. Es erscheint jedoch ein-
facher, die Eigenwerte der Adjazenzmatrix eines Multigraphen zu analysieren. Deshalb
wird ein Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der verschiedenen Matrizen eines
Multigraphen hergestellt. Hieraus ergibt sich die Definition der Eigenwertseparierung.
Diese fithrt am Ende des Kapitels zu einem effizienten Algorithmus, der durch die Be-
rechnung der Eigenwerte der Adjazenzmatrix die geringe Diskrepanz eines Multigraphen

nachweisen kann.

Im Abschnitt 2.2 wurde bereits erwihnt, daf sich ein gewichteter Graph in einer Adja-
zenzmatrix darstellen 148t. Die iibliche Darstellung eines ungewichteten und ungerichte-
ten Graphen G = (V, E) als Adjazenzmatrix erhilt man, wenn man fiir diesen Graphen
die Gewichtsfunktion ¢: V x V — R als

(12)

{1 H{u,v} e E

0 : sonst

21



2 Graphen, Multigraphen und Eigenwerttechniken

festlegt. Die Adjazenzmatrix definiert sich nun aus:
A(u,v) = c(u,v) . (13)

Im ungewichteten Graphen G = (V, E) bzw. im Multigraphen G = (V, E, f) ergibt sich
der Grad d, = d(v) eines Knotens v aus der Anzahl der Kanten, in denen dieser Knoten

liegt. In Analogie hierzu verwenden wir die Summe der Kantengewichte

dy = Z c(u,v). (14)

ueV
als Grad des Knotens v. In Analogie hierzu kénnen wir die Anzahl der Kanten eines
Multigraphen zéhlen, die einen Knoten einer Knotenmenge X C V enthalten. Betrachten

wir nicht Kanten sondern geordnete Knotenpaare, so ergibt sich diese Anzahl aus

volX = Y d,. (15)

zeX
Wir werden uns nun hauptséchlich auf Multigraphen konzentrieren. Im weiteren wird
der Begriff des charakteristischen Vektors verwendet. Es sei X C V eine Teilmenge.

Dann heifit ¥ x charakteristischer Vektor von X genau dann, wenn

1/1)((33)2{1 rrxeX

0 : sonst

gilt. Der charakteristische Vektor von V' selbst ist natiirlich der Einsvektor, es gilt also
Yy = 1. In myy = |E(X,Y)| haben wir die (geordneten) Tripel (z,y,e) (also alle
Kanten e mit f(e) = {x,y} mit einem Endpunkt z € X sowie y € Y') gezéhlt. In der
Gleichung 7 wird dieser Wert aus den entsprechenden Kantengewichten berechnet. Die
Kantengewichte entsprechen aber den Eintragungen in der Adjazenzmatrix A. Es ist

also:

mxy = > Y Azy). (16)

zeX yeY

Die Interpretation dieser Summe ist einfach. Fiir jeden Knoten x € X wird der ent-
sprechende Zeilenvektor in A herausgesucht. In diesem Vektor werden nun die Elemente

summiert, die zu Y gehoren. Diese Elemente kénnen ebenfalls durch die Multiplikation
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mit den charakteristischen Vektoren bestimmt werden:

mxy =¥k - Ay (17)
=myxy=2-9%-A-Yx . (18)

Nun definieren wir die Diagonalmatrix T durch

Ly firu=wv
T (u,v) = {d (19)

0 sonst.

Die Matrix T enthéilt also nur den jeweiligen Grad auf der Hauptdiagonalen, ansonsten
ist sie mit 0 besetzt. An der Matrix T bzw. deren Potenzen sind wir nur als Diagonal-

matrix interessiert, so verwenden wir

fl/Q fiiru=vund d,, > 0
T2 (4, v) = { h (20)

0 sonst.

Die Adjazenzmatrix A ist nur eine Variante, einen Graphen als Matrix darzustellen.
Fiir die Untersuchung von Grapheigenschaften spielt die Laplace-Matrix ebenfalls eine

wichtige Rolle. Zunichst definieren wir jedoch die Matrix L als

dy —c(v,v) firu=v
L(u,v):{_( () ) . (21)

Man sieht sofort (fiir nichtnegative Gewichte), daf die Matrix L schwach diagonaldomi-
nant ist. Demnach muf} sie nach Lemma 10.9 positiv semidefinit sein. Ferner existiert

nach Lemma 10.7 eine Zerlegung L = CT - C.

Eine Normierung von L ergibt schliellich die Laplace-Matrix £:

1-— C(s’”) fir u=vund d, # 0

L(u,v) =< — j% fiir u # v und dyd, # 0 (22)
0 sonst.

Man berechnet leicht, dafl

L=T"1Y2. .77/ (23)
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T
gilt. Aus dieser Gleichung, T-1/2 = (Tﬁl/ 2) sowie der Zerlegung von L = CT - C folgt
T

aber sofort, dafl £ = (C LT 2) (C LT 2) ebenfalls positiv semidefinit ist.

Betrachtet man d-reguldre Graphen, so ergibt sich folgender einfache Zusammenhang

zwischen der Adjazenzmatrix A und der Laplacematrix £ eines Graphen:

1
=I---A. 24
L=1-- (24

Im allgemeinen Fall iiberpriift man leicht

L=1-T'2.A -T2, (25)

Fiir die weiteren Schluffolgerungen werden wir hauptséchlich die Matrix B, definiert
durch

B=I-L, (26)
1 firu=vund d, =0
= \c/(% fiir w # v und dyd, # 0 (27)
0 sonst.

nutzen. Damit gilt aber fiir die Adjazenzmatrix:
A=TY2.B.TY? (28)

Wir betrachten ungerichtete gewichtete Graphen. Somit gilt immer ¢(u,v) = ¢(v, u). Fiir
ungerichtete Graphen sind also die Matrizen A, L, £ und B symmetrisch und haben
demzufolge n = |V| reelle Eigenwerte. Es seien \; > Ay > --- > \,, die n reellen Eigen-
werte der Adjazenzmatrix A mit den zugehdrigen normierten Eigenvektoren ¢, ..., ¢y,.
Analog bezeichnen \] > -+ > N und A < --- < X/ die Eigenwerte der Matrizen B
und £. Aus der Definition von B (Gleichung 26) folgt sofort, da§ B und £ die selben
Eigenvektoren ¢/, ..., ¢! haben.

Man iiberpriift leicht, daf3
N =0 (29)

der kleinste Eigenwert der positiv semidefiniten Laplace-Matrix £ mit dem zugehorigen
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Eigenvektor

1
Sh= o = e TV 2 (30)

ist (vgl. auch [Chu97], Seiten 3 und 12). Damit bestimmt sich der gréfite Eigenwert von
B =1I— £ nach 10.10 aus

N=1. (31)

Fiir d-regulidre Graphen bestimmt sich der grofite Eigenwert der Adjazenzmatrix A nach
10.10 und Gleichung 24 aus A; = d. Bei nichtreguldren Graphen kann er durch den

groBten und den kleinsten Grad abgeschéitzt werden:

Lemma 2.10. In einem ungerichteten gewichteten Graphen G = (V, E, ¢) bzw. ungerich-
teten Multigraphen G = (V, E, f) gilt fir den grifsten Eigenwert \y der Adjazenzmatrix
A

mind, < A < maxd, .
veV veV

Beweis. Die untere Schranke folgt sofort, wenn wir Lemma 10.4 auf die Adjazenzmatrix
A und den Einsvektor 1, anwenden. Der Einsvektor 1 ist der charakteristische Vektor

1y von V. Damit kénnen wir die Kantenanzahl nach der Gleichung 18 bestimmen:

1TA1
(1,1)
VEAYy

n
2m

n
_ Zvevdy

n

A1 >

> {}Iél‘r/l dy .
Fiir die obere Schranke betrachten wir die Matrix A’ = (maxyey d;)-I— A. Die Summe
der Elemente in einer Zeile v bzw. einer Spalte v in der Adjazenzmatrix ergibt den Grad
des Knotens v. Dieser Grad ist natiirlich nie groler als der maximale Grad, es gilt folglich
fir alle v € V:

A’(v,v)z Z |A/(v,w)\.

weV\{v}
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Die Matrix A’ ist somit schwach diagonaldominant (vgl. Definition 10.8). Nach Lemma

10.9 ist A’ positiv semidefinit und hat also nur nichtnegative Eigenwerte. Dies seien

1. AL mit A > 0. Es ist I = A’%. Nach Lemma 10.10 berechnen sich nun alle
Eigenwerte A1, ..., )\, von A aus:
AN = Iglea&( d, — /\;
=\ < dy .
i > Iglea&( v
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Als unmittelbare Schlufifolgerung ergibt sich aus diesem Lemma, daf fiir fast d-regulére

Graphen G der grofite Eigenwert der Adjazenzmatrix A

A =d-(1+0(1)) (32)
~d (33)

betrigt. Die Adjazenzmatrix von einfachen Graphen bzw. Multigraphen hat noch weitere
interessante Eigenschaften. So kann man aus ihren Potenzen die Anzahl von verschie-
denen Wegen zwischen zwei Knoten ablesen. Ein Weg w = (eq,...,ex) ist ein k-Tupel
von Kanten e; mit den Endpunkten v; und v;y1. Die Knoten v; und vgyq konnen als
Start- und Endknoten bezeichnet werden, der Weg fiihrt also von v; nach v, 1. Der Weg
muf nicht aus verschiedenen Kanten oder Knoten bestehen. Stimmen der Start- und der
Endknoten iiberein, gilt also v1 = vgt1, so bezeichnen wir den Weg als geschlossen. Diese
Definition des Weges als Tupel von Kanten weicht etwas von der iiblichen Definition als
Tupel von Knoten ab. Dies ergibt sich aus der Betrachtung von Multigraphen. Hier kann
es zwischen zwei Knoten verschiedene Kanten geben. Bei der Betrachtung eines Weges
als Knotentupel kann hier nicht mehr zwischen diesen Kanten unterschieden werden.
Fiir die Anzahl der verschiedenen Wege einer bestimmen Lénge zwischen zwei Knoten

erhalten wir nun

Lemma 2.11. Es sei G = (V, E, f) ein Multigraph mit der Adjazenzmatriz A sowie
k € N. Dann gilt fir A*:

AF(u,v) = Anzahl Wege der Linge k von u nach v.

Beweis. Der Beweis erfolgt leicht durch Induktion iiber k. Ein Induktionsanfang ergibt
sich sowohl fiir A = I bzw. A! = A. Im Induktionsschluff mufl man die Wege der Liinge
k + 1 zwischen den zwei Knoten v und v betrachten. Ein solcher Weg der Lénge k + 1
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fithrt offensichtlich nach k& Kanten (beginnend bei Knoten u) zu einem Nachbarknoten i

von v. Damit ergibt sich die Anzahl aller Wege der Lénge k 4+ 1 zwischen u und v aus:

n

AR (y,0) = ZAk(u,i) ~A(i,v) .

, O
=1
Unter Verwendung von Gleichung 235 ergibt sich sofort aus diesem Lemma:
Spur A* = Anzahl der geschlossenen Wege der Liinge k. (34)

Die Eintrdge der Adjazenzmatrix A und der Matrix B sind dhnlich. Im Falle von unge-
richteten fast d-reguldren Multigraphen mit d # o(1) unterscheiden sie sich jeweils nur
um einen Faktor d - (1 + o(1)). Hier gilt immer B(u,v) = A(u,v)/v/dyd,. Dies fiihrt

. < < ] .

Fiir fast d-regulire Graphen kann im Beweis von Lemma 2.11 statt A®(u,v) nun der
entsprechend korrigierte Wert B*(u, v)-d”-(1+0(1))* verwendet werden. Damit erhalten

WIr

Lemma 2.12. Es sei G = (V, E, f) ein ungerichteter fast d-reguldrer Multigraph mit
der Matriz B, d # o(1) sowie k € N. Dann gilt fiir B¥:

d¥ - (14 0(1))k - B*(u,v) = Anzahl Wege der Linge k von u nach v.

Auch hier ergibt sich wieder unmittelbar ein Zusammenhang zur Spur B¥, wenn wir alle
geschlossenen Wege der Linge k betrachten:

dk . (1 + 0(1))k . Spur Bk — Anzahl dzre;geﬁglrllg):s]snen Wege (36)

Die Spur eine Matrix ist gleich der Summe der Eigenwerte (vgl. Gleichung 235). Nun ist
es uns moglich, durch die Eigenwerte der Adjazenzmatrix A die Eigenwerte der Matrix

B abzuschitzen. Hierzu fithren wir zunéchst den Begriff der Eigenwertseparierung ein:

Definition 2.13. Fine symmetrische Matriz A € R™"™ mit den n Eigenwerten \; >
... > A hat Eigenwertseparierung genau dann, wenn eine Konstante k € N mit k > 2

und k gerade existiert, so dafs
n

S =0 ()

=2
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gilt.

Fiir fast d-reguldre Multigraphen ergibt sich sofort folgende Aussage iiber die Eigenwert-

separierung:

Lemma 2.14. Es sei G = (V, E, f) ein fast d-regulirer ungerichteter Multigraph mit
der Adjazenzmatriz A, der Matriz B sowie d # o(1). Die Adjazenzmatriz A hat genau

dann Eigenwertseparierung, wenn die Matrix B Eigenwertseparierung hat.

Beweis. Es seien wieder Ay > Ao > --- > A, die Eigenwerte der Adjazenzmatrix A
und N > X, > ... > X\ die Eigenwerte von B. Fiir das konstante und gerade k aus
der Definition 2.13 der Eigenwertseparierung betrachten wir die geschlossenen Wege
der Lange k in GG. Aus den Lemmata 2.11 und 2.12 bzw. aus den daraus abgeleiteten
Gleichungen 34 und 36 folgt sofort:

n

YA =d" - (1+0(1 Z)\’k

i=1
Nach Gleichung 33 gilt fiir den groiten Eigenwert der Adjazenzmatrix A} = d-(1+0(1)) >
0. Der grofite Eigenwert von B bestimmt sich nach Gleichung 31 aus \] = 1 > 0. Fiir
ein konstantes k gilt ferner (1 + o(1))¥ = (1 + o(1)). Es gilt also Af = d* - (1 + o(1)),
AF =1 und ()\If —Nfdb 1+ o(l))) =0 (dk> Dies fiihrt uns zu

AFDA =M db - (T+0(1) +d" - (1+0(1 Zxk

1=2
=Y A =AFd" - (140(1) = A +dF - (14 0(1 ZA'k

=2
=Y M=o (dF) +d" - (1+0(1)- DN (37)

=2 =2

. 1k n2)‘]'€

MNF = o(1 S R — 38

> LN = G o) @

Liegt die Eigenwertseparierung bei der Adjazenzmatrix A vor, so gilt Y7 )\k =0 <)\k)
0 (dk) Damit folgt aber sofort 7 5 M¥ =0 (1) = 0 ()\’1]“) und damit die Eigenwertsepa-

rierung von B aus der Gleichung 38. Haben wir dagegen die Eigenwertseparierung der
Matrix B mit 37 o \* =0 ()\'k) =0(1), so folgt P, \f =0 (dk) =0 ()\k) und somit

die Eigenwertseparierung von A aus der Gleichung 37. 0

Im folgenden werden wir sehen, dafl aus der Eigenwertseparierung der Adjazenzmatrix

28



2 Graphen, Multigraphen und Eigenwerttechniken

A eines Multigraphen G die geringe Diskrepanz dieses Graphen folgt. Um dies nach-
zuweisen, untersuchen wir zunéchst den Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der
Matrix B und der Anzahl an Kanten zwischen zwei Knotenmengen. Das nachfolgen-
de Theorem, welches diesen Zusammenhang herstellt, entspricht im Wesentlichen dem
Theorem 5.2 in [Chu97] auf Seite 71. Dieses Theorem wird im weiteren Verlauf eine
wichtige Rolle spielen, so dafl es mit seinem Beweis unter dem speziellen Aspekt der hier
im Kapitel verwendeten Multigraphen bzw. gewichteten Graphen nochmals dargestellt
wird. In [Chu97] wird dieses Theorem auf ungewichtete Graphen beschrénkt. Dies er-
gibt sich aus der Diskrepanz-Notation am Anfang von Kapitel 5.2 in [Chu97], welche
auf ungewichtete Graphen beschrinkt wird. Am Anfang von Kapitel 1.4 auf Seite 12 in
[Chu97] wird angedeutet, dal im Prinzip alle Sétze in [Chu97| fiir gewichtete Graphen
angepaflt werden konnen. Die Diskrepanz-Notation fiir Multigraphen im Abschnitt 2.2
erfiillt genau diesen Zweck. Wir werden sehen, daf§ nun das Theorem 5.2 in [Chu97]

ebenfalls auf Multigraphen angewendet werden kann:

Theorem 2.15. Es sei G = (V, E, f) ein Multigraph mit der Matriz B. Es seien | =
1> Ny, > -\, die Eigenwerte von B sowie N = maxa<;<y |\|. Ferner seien X, Y CV
zwei Knotenmengen sowie X = V\X und Y = V\Y. Dann gilt

vol X -volY N Vvol X -vol X -volY -volY
mxy — — <+ — < N .
volV volV

Beweis. Wir beginnen den Beweis, indem wir die Terme auf der linken Seite der Unglei-
chung durch die charakteristischen Vektoren ¥ x und 1y der Knotenmengen X und Y
sowie durch die Matrix B beschreiben. Es sei wieder A die Adjazenzmatrix des Graphen
G. Die Anzahl mx y kann nach der Gleichung 17 durch die Adjazenzmatrix und die cha-
rakteristischen Vektoren ausgedriickt werden. Die Adjazenzmatrix A ersetzen wir nach
(28) durch B und erhalten:

mxy = x - Ay

= mxy =% T2 BTV yy . (39)

Analog verfahren wir mit vol X, indem wir in der Definition (siehe Gleichung 15) den
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charakteristischen Vektor als Indikator nutzen:

vol X = Y dy
veX

= Z@bx(v)-dv .

veV

Die Grade aller Knoten finden wir auf der Hauptdiagonalen der Diagonalmatrix T (vgl.

Gleichung 19). Damit kann diese Summe als Produkt von ¢x und T dargestellt werden:
vol X =% -T-1. (40)

Damit gilt natiirlich fiir vol Y entsprechend:
volY =4 -T-1. (41)

Die zu den Eigenwerten A}, ..., A, gehtrenden Eigenvektoren ¢/, ..., ¢! konnen so gewéhlt
werden, daf sie eine Orthonormalbasis bilden (vgl. z. B. Satz 11.3 in [FF73]). Hierbei sei
¢, = T?.1/v/volV (vgl. Gleichung 30). Wir kénnen nun die Vektoren T/ - ¢x und

T/2. 1y als Linearkombination der Eigenvektoren von B darstellen. Es seien also

TV gy =Y a4 (12)
=1
= % - TV = zn:xi-qsf (43)
=1
und
T1/2-¢y=§njyi~¢;. (44)
=1

Nun wenden wir diese Darstellung in der Gleichung 40 an und erhalten:

vol X =¢% -T-1
=% - TYV2. T2 1

= (Sweor) oh VooV
i=1

=Y - (6 6h) - VoY
=1
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=x1-VvolV . (45)

Analog berechnen wir:

volY =y; - VvolV . (46)

Aus den Gleichungen 39, 45 und 46 bilden wir jetzt die linke Seite der Ungleichung des
Theorems und ersetzen anschliefend die vorhandenen Vektoren durch ihre Darstellung

in der Basis entsprechend den Gleichungen 43 und 44:

vol Xvol Y‘

v | T ¢§<'T1/2'B'T1/2'1/1Y—$1y1‘

= (Z%@T) ‘B (Z yj‘b;') — T1Y1
i=1 =1

= (sz@T) : ( y; - B- ¢;> — Ty
i=1 =1

Die Definition des Eigenwertes (vgl. Gleichung 234 liefert uns B- ¢/ = .- ¢). Dies fiihrt

zu:

mxy —

vol Xvol Y - T -
oS855 ) (£ ) o

= (Zzl’zyy}\; ;TQS;) — 1

i=1j=1

= (izn:xiyj . )\3 : <¢;,¢;>) — T1Y1

i=1j=1

Die verwendeten Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis. Fiir ¢ # j stehen die

Eigenvektoren A} und \; senkrecht aufeinander, es gilt folglich (x\/. X-) =0.Fiiri=j

AR
gilt matiirlich (X, X;) = 1. Es ist also

n
> iy
i—2

vol XvolY

‘vaY T el |
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Die Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (233) liefert nun:

vol XvolY " " o
'mX’Y_ volV \J; ;y A

vol XvolY — n "
= 'mxy — 7 < Z-:gl x; i; Y; (47)

Wir betrachten nun die Summen auf der rechten Seite der Ungleichung etwas ndher. Wir
nutzen auch hier wieder aus, dafl das Skalarprodukt zweier verschiedener Eigenvektoren

null sowie der Betrag eines Eigenvektors gleich eins ist:

doap =) ai (¢ )
=2

=2

=Y wia; (41, 65)

i=2 j=2

=33 wiay (0, )) — w1 (61, 04)

i=1j=1

= (Zxﬂbf) : (Z xjéb;) — i
i—1 )

Die Summe dieser Linearkombinationen von Eigenvektoren ist durch die Gleichungen 42
und 43 bekannt. Dies fiihrt zu:

3

s ||'
3

3
3

S a2 = (6% TV - (TV2 . gy) — a2
=2
:¢§(.T.¢X_x%_

Sowohl die Komponenten des charakteristischen Vektors ¢y als auch die Komponenten
der Matrix T sind alle nichtnegativ. Ferner enthélt ein charakteristischer Vektor nur die

Komponenten 0 oder 1. Damit folgern wir sofort die Ungleichung

v -T-x <oy -T-1.

Wenden wir nun noch die Gleichungen 40 und 45 an, so bedeutet dies fiir unsere Summe:

n

doap <ok T-1-—a}
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(vol X)?
volV
vol Vvol X — (vol X )?

volV
vol X (vol V' — vol X)

volV
vol Xvol X
volV

=vol X —

Analog erhélt man

° volYvol Y
DU S (49)

Den Abschlufl des Beweises bildet die Kombination der Ungleichungen 47, 48 und 49.
O]

Die bisher gefundenen Sétze und Lemmata werden wir jetzt dazu benutzen, um ein ein-

faches hinreichendes Kriterium fiir die geringe Diskrepanz eines Graphen zu formulieren:

Theorem 2.16. Es sei G = (V, E, f) ein fast d-requlirer Multigraph mit der Adjazenz-
matriz A und d > 1. Wenn die Adjazenzmatriz A Figenwertseparierung zeigt, dann ist

G von geringer Diskrepanz.

Beweis. Wir beginnen mit der Betrachtung der geringen Diskrepanz des Graphen G.
Diese ist iiber die geringe a-Diskrepanz fiir alle @« = a(n) mit 0 < a < 1 definiert. Mit
d > 1 enthélt der Graph mindestens n/2 viele Kanten, es gilt also m — oo fiir n — oc.
Fiir « = o(1) bzw. a = 1 — o(1) ergibt sich nun aus den Definitionen 2.1 und 2.2 bzw.
2.6 und 2.5, dafl der Graph von geringer a-Diskrepanz ist und damit sofort das Lem-
ma gilt. Wir beschrianken uns also im folgenden auf die n, fiir die zusétzlich a # o(1)
und a # 1 — o(1) gilt. Wir kénnen also eine Konstanten e finden, so dafl nun immer
0 <e<a<1-—c¢gilt. Daraus folgt aber sofort o(1) = o(«).

Bereits am Anfang des Abschnitts 2.1 (Diskrepanznotation fiir einfache Graphen) bzw.
im darauf folgenden Abschnitt (vgl. Gleichung 8) haben wir gesehen, daf§ immer my =
mx x /2 gilt. Offensichtlich sind die Definitionen 2.3 bzw. 2.6 der geringen Diskrepanz

nun dquivalent zu folgender Aussage (vgl. auch Definitionen 2.2 und 2.5):

G ist genau dann von geringer Diskrepanz, wenn fiir alle o« = a(n) mit 0 < a < 1 sowie
alle Teilmengen X,Y € V mit | X|= (a+o(1))nund Y = X = V\X
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L |mxx—2-a?-m-(1+o0(1))| =o0(m)
2. Imxy —2-a(l—a)-m-(1+0(1)) =o0(m)

gilt. Dies werden wir im folgenden verwenden, um die geringe Diskrepanz nachzuweisen.

Wenn die Adjazenzmatrix A des fast d-reguldren Graphen G Eigenwertseparierung hat,
dann hat nach Lemma 2.14 auch die Matrix B von G Eigenwertseparierung. Die Eigen-
werte von B seien \j =1 > X, > --- > X . Es existiert also ein gerades k € N mit k > 1
so das gilt:

DX =0(A)
i=2

Es sei wieder N = max!"_, |\;|. Daraus folgt fiir gerade k:

X< STk
=2
= N = o(2\h)

=N =0(1) . (50)

Im Graphen G gilt Satz 2.15. Fiir zwei beliebige Knotenmengen X,Y € V wissen wir:

vol X -volY| — VvolX - -volX -volY -volY
mxy — ———— 7 S)\,- .
’ volV volV

Der Grad eines Knotens ist nichtnegativ. Damit kann die Summe der Grade einer belie-
bigen Knotenmenge X C V nicht grofler sein als die Summe aller Grade. Geht man von

der Definition vol X =}  + d,, so findet man sofort
volV =vol X + vol X =volY +volY = 2m .

Es sei nun vol X = (1/2+44§)-vol V mit —1/2 < § < 1/2 und somit vol X = (1/2—§)-vol V.
Daraus folgt sofort
vol X - vol X = (1/4 — 6%)vol?V < m? .

Analog sieht man ebenfalls
volY -volY < m?2.

Hiermit vereinfachen wir die Ungleichung des Theorems 2.15 zu (vgl. auch Theorem 5.1
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in [Chu97] fiir einfache Graphen):

vol X -volY

‘m. 1
Vol V " (51

‘mX,Y — ‘ <N
Um den Beweis abzuschliefflen, miissen wir vol X und vol Y durch « und die Kantenanzahl

m beschreiben. Es sei | X| = (a+ o(1))n:

vol X = Z dy
reX
= Zd-(1+0(1))
zeX
=(a+o0(1) n-d-(140(1))
=2-am-(1+o0(1))+o(m) . (52)

Analog oder aus vol X + volY = vol V erhalten wir fiir |Y|= (1 —a+ o(1))n:

volY =2-(1—a)m-(1+o(1)) +o(m) . (53)
Fiir die Summe aller Grade vol V' gilt natiirlich:

volV =2m . (54)
Nun wenden wir zuerst das Theorem 2.15 mit der modifizierten Ungleichung 51 und

Y = X an. Es gilt also fiir alle Knotenmengen X C V mit |X| = (a + o(1))n unter
Beachtung der Gleichungen 52 , 53 und 54 sowie X' = o(1) und 0 < a < 1:

2
N |mX7X ~ (2am(1 + 02(:'3) + o(m)) —o(1)- % m
= ‘mx,x —2a*m(1 +0(1))| = o (m)
= ‘mx —a*m(1+o0(1))| =o0(m) . (55)

Analog verfahren wir nun nochmals fiir zwei Knotenmengen X,Y € V mit |X| = (o +
o(1))nund Y = V\X:

vol XvolY

<N
volV -

-m (56)

N =

’mX,Y -
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— 1)) m?(1 1 2 1
|mXY et =) + o)) m* (L + o) +o(m?)| _ .y L
; 2m 2
4 (a1 —a) 4+ o(1)) m?(1 + o(1
|mX7y_ (o1 =) + om0+ o) _
m

Imx,y —2a(1 —a)m(l+o(1))| = o(m) . (57)
Aus den Gleichungen 55 und 57 folgt nun sofort die geringe Diskrepanz von G. O

Die Gleichungen 55 und 57 miissen noch fiir die algorithmische Verwendung aufbereitet
werden. Es seien g1, g2: N — R zwei Funktionen. Es gelte 0 < ¢1(n) < g2(n) < 1 sowie
g2(n) = o(1) und somit auch g;(n) = o(1). Der Multigraph sei beziiglich der Funktion
g1 fast d-regulér. Es gilt also fiir alle Knoten v € V:

(1=g1(n))d < dp < (1 +g1(n))d . (58)
Der Multigraph hat weiter beziiglich go Eigenwertseparierung der Matrix B. Es gilt somit

N < ga(n) . (59)

Zunéachst untersuchen wir:

(1-91(n)* _ 1+gi1(n) —3g1(n) +gi(n)
1+g1(n) 1+ g1(n)
_ 1 391(m)(1 —gi(

1+g1(n) .

n))

Mit 0 < g1(n) < 1 folgt:

(1 —g1(n))

5 () >1-3g1(n) .

Mit g1(n) < ga(n) und g1(n) = o(g2(n)) gilt ga(n)/4 > 3g1(n) fir hinreichend grofe n.

Daraus folgt sofort:

(60)
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Analog kann man zeigen, daf

(1+g1(n)”
1—gin — 4

(61)
fiir hinreichend grofle n gilt.
Aus (58) folgt fiir | X| = an:

and(1 — g1(n)) < vol X < and(1 + g1(n)) .

Analoge Ungleichungen kann man fiir volY und vol V' aufstellen. Dies fithrt zu

(1 —g1(n))? < vol XvolY < (1+g1(n))?
1+gi(n) —  wvolV ~ 1-gi(n)

a(l —a)-nd- nd-a(l —a) .

Mit (60) und (61) folgert man hieraus:

g2(n) vol XvolY ( gg(n)>
_ 2V —a)- < 22T <nd- —a)- 2200
<1 1 > a(l—a)-nd < oIV <nd-a(l-—a)-(1+ 1
Somit unterscheiden sich Diskg(X,Y) und vol XvolY/vol V' um nicht mehr als (g2/4 +
g2/4) -nd = 2m - ga(n)/2 (vgl. auch (11)). Somit gilt
vol XvolY'|  ga(n)

Diska(X,Y) < — . .
iskq(X, )_‘mX’Y volV + 5

Mit (59) und (56) folgert man weiter:

Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt sofort
Diskg(X,Y) < ga(n) - m . (62)
Analog erhilt man

Diska(X) < ga(n) -m . (63)
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2.4 Ein effizienter Test auf geringe Diskrepanz im Multigraphen

Um die geringe Diskrepanz eines Multigraphen nachzuweisen werden wir das Theorem
2.16 in einem Algorithmus anwenden. Dafiir ist es aber zuerst notwendig, die Eigenwert-
separierung der Adjazenzmatrix eines gegebenen Graphen auf ihre Eigenwertseparierung
zu untersuchen. Die Eigenwerte einer Matrix kénnen iiber die Determinante berechnet
werden. Es existieren ebenfalls effiziente Verfahren, die die Eigenwerte einer Matrix hin-
reichend genau bestimmen. Ausgehend von der Definition 2.13 der Eigenwertseparierung
findet man auch leicht den Algorithmus 2.17 Figenwertseparierung, der die Eigenwert-
separierung der Adjazenzmatrix eines ungerichteten, fast d-reguldren Multigraphen er-

kennen kann.

Algorithmus 2.17 (Eigenwertseparierung(A(G), g2(), k)).

Eingabe: - A - Adjazenzmatrix eines ungerichteten Multigraphen G = (V, E, f)
mit |V| = n oder |V| = n?
922 N=Q  // g2(n) = o(1), 0 < g2(n) <1
-keN

Ausgabe: A hat Eigenwertseparierung / FAIL

1. dmin = minz-ev d(l)

2. g:=g(n)

3. FORi:=1TO [logy, k] DO {

4. diin = d2;,

D. g :=g*

6. A = A?

7. IF SpmfA—1gg

8. THEN RETURN A hat Eigenwertseparierung }
9. RETURN FAIL

Lemma 2.18. Es sei G = (V, E, f) ein ungerichteter Multigraph mit |V| = n oder
|V| = n?. Fir alle Knoten v € V gelte d, > 0. Es sei weiter go: N — Q eine in

polynomieller Zeit berechenbare Funktion mit 0 < ga(n) < 1 und ga(n) = o(1) sowie eine
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Konstante k gegeben. Wendet man den Algorithmus 2.17 Eigenwertseparierung auf G

an, dann gilt:

1. Wenn der Algorithmus das Ergebnis Eigenwertseparierung liefert, so ist dies kor-
rekt fir die Adjazenzmatriz A beziglich der Funktion ga(n) = o(1) sowie fiir eine
Konstante k' mit 2 < k' < 2[log2 k]

2. Fiir die Matriz B gilt N < go(n), wenn der Algorithmus die Figenwertseparierung
festgestellt hat.

3. Wenn der Multigraph G beziiglich einer Funktion gi(n) mit 0 < g1(n) < g2(n),
also g1(n) = o(g2(n)), fast d-regulir ist, also |d, — d|/d < g1(n) fir alle Knoten
gilt und, wenn G FEigenwertseparierung beziiglich einer Konstanten k sowie der
Funktion g2(n)/2 aufweist, so findet der Algorithmus die Eigenwertseparierung
beziiglich ga(n) und einer Konstanten k' mit 2 < k' < 2Mloga k1 fiir hinreichend

grofie n.
4. Der Algorithmus hat polynomielle Laufzeit.

Beweis. 1. Offensichtlich erkennt der Algorithmus fiir eine Konstante k' = 2 mit 1 <
i < [logy k], ob in dem Graph G die Ungleichung

Spur A¥ /
T -1< 95 (n) (64)

erfiillt ist. Es bezeichne hierbei dp;, = ming,cy d, den kleinsten Grad eines Knotens.
Dieser kann in Polynomialzeit bestimmt werden (vgl. Algorithmus 2.8 Fast_Regulir G
bzw. Lemma 2.9). Nach Lemma 2.10 liegt der grofite Eigenwert \; der Adjazenzmatrix
A zwischen dem groften und dem kleinsten Grad. Es gilt also A\; > dpin bzw. ¥ > d¥.

Damit folgern wir aber fiir die Ungleichung 64:

= YA M) <A -gb () = o (AY) . (65)

Aus der Ungleichung 65 folgt die korrekt festgestellte Eigenwertseparierung der Adja-

zenzmatrix A.
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Der Algorithmus untersucht die Eigenwertseparierung nur beziiglich der Potenzen von
zwei. Es geniigt hier zu zeigen, daf fiir ein k < k' mit Spur A*/d*. < gk(n) der Algo-
rithmus ebenfalls die Antwort Eigenwertseparierung bei der Betrachtung von k' liefert.
Dies geschieht nur, wenn ebenfalls die Ungleichung 64 erfiillt ist. Wir erhalten in diesem

Fall:

Si;r_Ak —1<g5(n).
Mit d¥. < \¥ folgern wir:
Egzn L < gs(n)
- (5E) s b

(dﬁﬁn
no_\K ,
=2 k
220 < g (n)
min

2. Nun miissen noch die Eigenwerte der Matrix B untersucht werden. Fiir jeden Knoten
v € V gilt d, > 0. Damit erhalten wir wieder B(i,j) = A(i,5)/\/did;, es gilt also
B(i,j) < A(i,j)/dmin- Ausgehend von den Lemmata 2.11 und 2.12 finden wir analog
zum Beweis von Lemma 2.14 die Ungleichung:

Spur A¥ > d¥. . SpurB* . (66)
Nun formen wir die Ungleichung 64 so um, so dafl wir die linke Seite der Ungleichung

66 ersetzen konnen:

Spur A¥ /

T —1<g5 (n)
Spur A¥ /
T < 95 (n) +1

Spur AF < (gg/ (n) + 1) . dfrim
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= di, - SpurBY < (g8 (n) + 1) - iy,

SpurB¥ < ¢¥'(n) +1 .

Der grofite Eigenwert von B ist A} = 1 (vgl. Gleichung 29). Daraus folgt sofort (fiir ein

gerades k') die geforderte Eigenwertseparierung von B:

n

L+ >N < g (n)+1
1=2

= max A" < g3’ (n)
= N < go(n) .

3. Im dritten Punkt des Beweises ist zu zeigen, dafl bei vorliegender Eigenwertseparierung
beziiglich der Funktion gs(n)/2 die Ungleichung 64 erfiillt ist und somit der Algorithmus
Eigenwertseparierung beziiglich go(n) liefert. Wir haben bereits gesehen, daf aus der
Eigenwertseparierung beziiglich einer Konstanten k auch die Eigenwertseparierung fiir

eine (gerade) Konstante k' > k folgt. Im Graph muf also

A< AT - g5 (n) /28

-

~
||
N

= > N <A gh ()28

-

Il
N

(]

gelten. Wir zeigen nun, daf3 hieraus die Ungleichung 64 folgt:

Spur AF — A < AL b () j2¥
Spur A¥ < \F' . gk (n) /2K + N
Spur AF — @ < ML gE (n) 2 4 N — gk

min

Spur A¥ A o\
min min min

Aus der Fast-d-Regularitit folgt A\; < (1+ g1(n))d und dmin > (1 — g1(n))d. Dies fiihrt

zu:

Spur A¥ 1 n)\ ¥ / / 1 )\
T 1= (o) A er s+ (TI) -1

min
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Es ist g1(n) = o(g2(n)). Damit gilt fiir hinreichend groBie n (vgl. auch Ungleichung 60):

Spur A¥
d*

min

—-1< 92/(”) .

4. Bei der Untersuchung der Laufzeit sehen wir, dafl auf Grund der Konstanten k die
Anzahl der Schleifendurchléufe (Zeilen 3 bis 8) durch eine Konstante beschrénkt ist. In
den Zeilen 4 und 5 haben wir jeweils eine Multiplikation. Die Quadrierung einer n x n-
Matrix A benétigt bei einer einfachen Implementierung O(n?3) viele Operationen. Dies

2.808) verbessert wer-

kann durch die Verwendung des Verfahrens nach Strassen auf O(n
den (vgl. z. B. [Str69] und [CR76]). Das Verfahren von Coppersmith und Winograd liefert
sogar O(n?37) (vgl. [CW90]). Die Berechnung der Spur in Zeile 7 kann in O(|V|) durch-
gefithrt werden. Die Anzahl der Operationen des Algorithmus ist somit durch O(|V|?)

beschrankt. O

Der Algorithmus 2.17 Eigenwertseparierung kann leicht gedndert werden, so daf} er die
Eigenwertseparierung beziiglich k bestimmt indem d*, A, usw. berechnet und verwen-
det werden. Fiir die folgende Anwendung der Eigenwertseparierung ist es unerheblich, ob
diese fiir die Konstante k oder fiir die Konstante 2182 %1 vorliegt. Diese mogliche Ande-
rung wiirde nur die Anzahl der notwendigen Matrizenmultiplikationen erhéhen, wenn k

keine Zweierpotenz ist.

Der Nachweis der Eigenwertseparierung dient letztendlich dem Nachweis der geringen
Diskrepanz eines Graphen. Anstelle der Adjazenzmatrix A kann auch die Matrix B ver-
wendet werden. Dies bietet den Vorteil, daf§ der Graph nicht fast d-reguldr sein muf.
Nachteilig wirkt sich hier jedoch aus, dafl ausschliefllich Gleitkommazahlen Anwendung
finden. Die dabei auftretenden Rundungsfehler in herkémmlichen Computersystemen,
insbesondere bei der Matrizenmultiplikation, sind hier besonders zu beachten. Die ver-
wendete Adjazenzmatrix ermdglicht ein exaktes Rechnen mit ganzzahligen Werten. Erst

beim Vergleich mit g§(n) ist eine Gleikommaarithmetik nétig.

Der Nachweis der geringen Diskrepanz fiir einfache fast d-reguldre Multigraphen konn-
te im Theorem 2.16 auf die Eigenwertseparierung der Adjazenzmatrix zuriickgefiithrt

werden. Dies fithrt uns zum Algorithmus 2.19 Geringe_Diskrepanz_G.

Lemma 2.20. Es sei G = (V,E, f) mit |V| = n oder |V| = n? ein einfacher und
ungerichteter Multigraph, k eine Konstante sowie g1,g2: N — Q in polynomieller Zeit

berechenbare Funktionen mit 0 < gi(n) < ga(n) < 1, g1 = o(ga(n)) und g2(n) = o(1).
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Algorithmus 2.19 (Geringe_Diskrepanz_G(A(G), 91(), 92(), k)).

Eingabe: - A - Adjazenzmatrix eines ungerichteten
Multigraphen G' = (V, E, f) mit |V| = n oder |V| = n?
c91: N—=Q // g1(n) = 0(g2(n)), 0 < g1(n) < g2(n)
92 N—=>Q // g2(n) =0(1), 0 < g2(n) < 1
-keN

Ausgabe: G ist von geringer Diskrepanz / FAIL

1. IF NOT Fast_Regulir_G(A, ¢()) THEN RETURN FAIL
// Algorithmus 2.8
// gleichzeitig Berechnung von d

2. IF NOT Eigenwertseparierung(A, g2(), k)
// Algorithmus 2.17

3. THEN RETURN FAIL

4. RETURN ( ist von geringer Diskrepanz

Auf G wird der Algorithmus 2.19 Geringe_Diskrepanz_G ausgefiihrt. Nun gilt:

1. Gibt der Algorithmus geringe Diskrepanz aus, so ist dies fiir G korrekt beziiglich
der Funktion ga(n).

2. Wenn ein d existiert, so dafy G beziglich gi(n) fast d-regulir ist und wenn G
beziiglich g2(n)/2 Eigenwertseparierung aufweist, dann erkennt der Algorithmus

die geringe Diskrepanz beziiglich ga(n).
3. Der Algorithmus hat polynomielle Laufzeit.

Beweis. Die Korrektheit des Algorithmus sowie die polynomielle Laufzeit folgen sofort

aus dem Satz 2.16, den Ungleichungen 62 und 63 sowie den Lemmata 2.9 und 2.18. [

Diese Art von Algorithmus kann nicht jeden Multigraphen exakt auf geringe Diskrepanz
iiberpriifen. Es kann durchaus Graphen geben, fiir die die geringe Diskrepanz nicht gefun-
den wird. In diesem Fall bestétigt der Algorithmus das Fehlschlagen des Tests. Wendet
man den Algorithmus hauptséichlich auf fast reguldre Graphen mit Eigenwertseparierung

der Adjazenzmatrix an, so kann man effizient die geringe Diskrepanz zertifizieren.
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3 Diskrepanzeigenschaften zufilliger Graphen und
Hypergraphen

3.1 Die Konzentrierung des Grades im zufilligen Graphen

Es sei G die Familie zufilliger Graphen G = (V, E) mit |V| = n Knoten und der
Kantenwahrscheinlichkeit p = p(n). Die Kanten werden unabhingig voneinander ge-
zogen. Die Anzahl Kanten |E| = m eines solchen Graphen ist binomialverteilt. Wir
betrachten nun Graphen aus G, , mit p = c-n°/n- (1 +o(1)). Dabei seien ¢ und ¢ posi-
tive Konstanten. Die o-Notation bedeutet hier aber nicht, dafl alle Kanten verschiedene
Kantenwahrscheinlichkeiten haben sollen sondern dafl die Kantenwahrscheinlichkeit p
fiir alle Kanten gleich ist und p ~ ¢-n®/n betrégt. Fiir diese Graphen sieht man schnell,

daf} sie fast alle fast d-reguldr sind bzw. eine geringe a-Diskrepanz aufweisen:

Lemma 3.1. Es sei 0 < ¢ < 1 eine Konstante. Fast alle Graphen G = (V,E) aus

G p=c(1+0(1))ns/n Sind fast cn®-requlir.

Beweis. Ein Knoten v kann zu den restlichen n — 1 Knoten des Graphen benachbart
sein. Jeder dieser Knoten ist mit der Kantenwahrscheinlichkeit p = ¢(1 + o(1))n/n
ein Nachbar von v. Damit ist der Grad d, dieses Knotens (n — 1,¢(1 + o(1))n®/n)-
binomialverteilt. Der Erwartungswert des Grades d,, betrégt also E[d,] = (n — 1)c(1 +
0(1)) - n®/n = en®(1 + o(1)). Dieser Erwartungswert ist scharf konzentriert. Mittels der

Chernoff-Schranken (Ungleichung 223) erhalten wir fiir einen Knoten v und alle § > 0:
Prob [|d, — E [d,]| > 0E[d,]] < 90— 0%Eldy]/3

Nun kann die Wahrscheinlichkeit dafiir betrachtet werden, dafl es mindestens einen
Knoten gibt, dessen Grad stark vom Erwartungswert abweicht. Fiir den Beweis des
Lemmas geniigt es zu zeigen, dafl diese Wahrscheinlichkeit o(1) betrégt. Es sei A das
FEreignis, daffl mindestens ein Knoten v einen Grad d, hat, so daf§ fiir diesen Knoten
|dy — E[dy]| > d - E[d,] gilt. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis kann nun mittels
der Chernoff-Schranken wie folgt abgeschétzt werden:

Prob [A] = Prob U |dy — E[dy]| > 6E [dy]
veV

44



3 Diskrepanzeigenschaften zufélliger Graphen und Hypergraphen

= Prob [A] < ) Prob[|d, — E[d,]| < 6E [dy]]
veV
<n- 90 Eldy]/3

<2. eln71—(520715(14-0(1))/3

2
<. elnn(l—ﬁmcns(l—ko(l)))‘

(67)
Fiir ein geeignet gewiihltes § = 6(n), z.B. § = 1/In*n mit k > 0 oder § = n~/* gilt
§?n°/Inn — oo fiir hinreichend grofe n. Daraus folgt Inn (1 - 3fjncn€(1 + 0(1))) —

—o00. Damit betragt die Wahrscheinlichkeit fiir die starke Abweichung des Grades von

mindestens einem Knoten Prob [A] = o(1). O

Es sind also fast alle zufilligen Graphen mit der Kantenwahrscheinlichkeit p ~ en/n fast
d-regulér. Dies kann effizient durch den Algorithmus 2.8 Fast_Reguldr_G gepriift werden
(vgl. Lemma 2.9).

3.2 Geringe Diskrepanz zufilliger Graphen

Es ist nicht nur der Grad der Knoten der Graphen aus G,, (14o(1))ns /n Scharf konzentriert.
Wenn alle Knoten eines Graphen in etwa den gleichen Grad haben, so ist dieser Graph
relativ gleichméBig aufgebaut. Wiahlt man zufillig eine Knotenmenge X, so sollte diese
immer die gleiche Anzahl an Kanten enthalten. Diese Vorbetrachtung fithrt uns dazu,

dafl diese Zufallsgraphen eine geringe Diskrepanz haben miissen:

Lemma 3.2. Fuast alle Graphen G = (V, E) aus G, , mit p = cn®/n-(14+0(1)), n = |V|

und m = |E| haben eine geringe Diskrepanz.

Beweis. Im Beweis mufl gezeigt werden, dafl fast alle Graphen G € G, ), fiir jedes
a = a(n) eine geringe a-Diskrepanz haben. Wir werden als erstes zeigen, dafl mit hoher
Wahrscheinlichkeit m ~ cn!*¢/2 und damit m — oo gilt. Fiir a = o(1) bzw. a = 1—o0(1)
und m — oo ergibt sich Diskg(X) = o(m) und Diskg(X,Y) = o(m). Es liegt somit in
diesen Fillen geringe Diskrepanz vor. Wir betrachten also im folgenden nur noch die n,
fiir die a(n) # o(1) und a(n) # 1 — o(1) fiir « gilt. Es gibt also eine Konstante ¢’ > 0

mit & < a(n) <1-¢£.

Fiir den Beweis dieses Lemmas werden ebenfalls wieder die Chernoff-Schranken ge-
nutzt. Zunichst zeigen wir, dall die Anzahl der Kanten im Graphen scharf konzen-
triert ist. Damit haben wir die Anzahl der Kanten im Graphen fiir die Definition der

geringen a-Diskrepanz fixiert. Graphen mit einer anderen Kantenanzahl brauchen wir
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nicht mehr zu betrachten, da deren Auftreten unwahrscheinlich ist. Ein Graph entspricht
nicht der Definition der geringen a-Diskrepanz, wenn es eine Knotenmenge X C V mit
X = (a+ o(1))n gibt, so da3 die Anzahl der Kanten in dieser Menge bzw. die Anzahl
Kanten in dem durch X generierten Schnitt zu stark vom Erwartungswert abweichen.
Es gentigt also zusétzlich zu zeigen, dafl sowohl die Wahrscheinlichkeit fiir eine Menge
X mit unzuldssiger Kantenanzahl als auch die Wahrscheinlichkeit fiir eine Menge X mit
unzuléssigem Schnitt gegen 0 gehen. Es sei also X C V eine beliebige Knotenmenge
des Graphen mit |X| = (o + o(1))n Knoten. Die Komplementmenge ¥ = V\ X enthilt
also |Y]| = (1 — @ — o(1))n Knoten. Bezugnehmend auf die Definitionen 2.1 und 2.2
ist mx die Anzahl der Kanten in X sowie mx y die Anzahl der geordneten Paare zwi-
schen X und Y (also die doppelte Schnittgrofie). Es sei m’yy = mx y /2 die Anzahl
der Kanten im Schnitt. Alle Kanten werden unabhéngig voneinander mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit p = ¢(1 + o(1))n®/n gezogen. Die Anzahl Kanten mx in X ist also
(((a"'g(l))”), c(1+ 0(1))n5/n) -binomialverteilt. Die Anzahl der Kanten m’y - im Schnitt
ist (((1—a)+o0(1))n? (1 + o(1))n®,n)-binomialverteilt. Die Anzahl aller Kanten m
in G ist ((5),c(1 + o(1))n®/n)-binomialverteilt.

1. Die erwartete Anzahl aller Kanten betréigt E [m] = (3)-c(1+0(1))n®/n = n'Te(1+
0(1))/2. Die Chernoff-Schranken (Ungleichung 223) ergeben eine scharfe Konzen-
tration der Anzahl der Kanten. Fiir alle 1 > § > 0 gilt:

Prob[lm — E[m]| > 6 - E[m]] < 2e~ %" Elml/3 = ge=0%n"T=(1+o(1))/6 —_ (1),

Damit betriigt die Anzahl Kanten in fast allen Graphen m = cn!*¢(1 + o(1))/2.

2. Der Erwartungswert fiir die Kanten in X betrigt E[mx] = ((a+()2(1))n) ce- (14
0(1)) - nf/n = ac-n'*e(1 +0(1))/2 = o® - E[m] - (1 + o(1)). Die Anwendung der

Chernoff-Schranken ergibt hier fiir alle 1 > § > 0:
Prob[[mx — E[mx]| > ¢ -E[mx]] < 90— Elmx]/3

Es gibt insgesamt (.. "\ ) < 2" verschiedene Teilmengen X C V mit |X| =
(ato(1))n
(a+0(1))n. Es sei A das Ereignis, dal mindestens eine solche Teilmenge X in ihrer

Kantenanzahl sehr stark vom Erwartungswert abweicht, also |myx — E[mx]| >
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§ - E[mx] gilt. Fiir ein geeignetes 6 = §(n) berechnet sich Prob [A] aus:

Prob [A] = Prob U Imx —E[mx]|| >0 -E[mx]
Xcv
| X|=(a+o(1))n

= Prob [A4] < Z Prob [[mx — E[mx]| > 0 - E [mx]]

XCV
|X|=(ato(1)n

< 9. 9. 0" Elmx]/3

; 9. 6nln2—52~E[mX]/3

—9. enln2—52~E[mX]/3

—9.en In2—62a2c(1+o(1)n'te(140(1))/6

— 9. n(In2=0a%n (1+0(1))/6) (68)
=o(1) .

Fiir eine geeignete Funktion § = §(n),z.B.d = 1/Innoder § = n~*/*und ¢’ < a <
1— ¢ gilt auch hier $2a?n® — oo und damit n (In2 — §2a?en®(1 + o(1))/6) — —oo
fiir hinreichend grofie n. Es ist damit Prob [A] = o(1). Alle Knotenmengen X fast
aller Graphen G enthalten mx = E[mx](1 + o(1)) = o®E[m](1 + o(1)) Kanten.
Fiir fast alle Graphen gilt aber auch m = E [m](1 + o(1)) fiir die Kantenanzahl.
Somit gilt in allen diesen Mengen my = a?m(1 + o(1)) fiir fast alle Graphen.

. Die obigen Betrachtungen wenden wir nun analog auf den Schnitt zwischen X und
Y = V\X an. Die erwartete Anzahl an Kanten betriagt hier E [m'XY} = ol -
a)n?/2¢(1 4 o(1))nf/n = a(l — a)E [m](1 + o(1)). Die Anwendung der Chernoff-
Schranken ergibt hier fiir alle 1 > ¢ > 0:

Prob Hm'xy - E [mlxy} ’ >0-E {m'XYH <2- e Elmiy]/3,

Es gibt insgesamt wieder maximal 2" verschiedene Teilmengen X C V mit |X| =
(o 4+ o(1))n. Es sei A nun das Ereignis, dafl mindestens ein Schnitt in seiner
Grofle sehr stark vom Erwartungswert abweicht, also fiir die Mengen X und Y
mit Y = V\X gilt: ‘m'Xy -E [m’XY” >0-E [m’XY} Die Wahrscheinlichkeit
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hierfiir berechnet sich aus:

Prob [A] = Prob U ‘m’XY - E [m’XY} ‘ >6-B [mfxy}
XCv
[X|=(a+o(1))n
Y=V\X
S I Y e e e
IX\:)(((%Jr‘Z(l)n
Y=V\X

<o .9. O E[mk /3

R e L

g 25 Efmy 13

— 9. In2—-62a%cen!*e(140(1))/6

—9. en(ln2—52a20n5(1+0(1))/6) (69)
=o0(1) .

Auch hier gilt wieder fiir eine geeignete Funktion 6 = §(n), z.B. d(n) = 1/Inn oder
6 =n~¢* §%n° — oo und damit n (In2 — 62an®(1 4+ 0(1))/6) — —oo und es ist
Prob [A] = o(1). Alle durch X generierten Schnitte fast aller Graphen G enthalten
also m'yy = E [m/X,Y} (I1+0(1)) = a(l — a)E[m](1+ o(1)) Kanten. Fiir fast alle
Graphen gilt aber auch m = E [m](1 + o(1)) fiir die Kantenanzahl. Die Anzahl der
Paare im Schnitt betragt genau my y = 2-m’X7y. Somit gilt in all diesen Schnitten
mxy = a*m(1 + o(1)) fiir fast alle Graphen. [

Bei den betrachteten Zufallsgraphen liegt mit hoher Wahrscheinlichkeit die Konzen-
trierung des Grades und geringe Diskrepanz vor. Damit der effiziente Test auf geringe
Diskrepanz (Algorithmus 2.19) Geringe_Diskrepanz_G fast immer erfolgreich ist, mufl
ebenfalls nachgewiesen werden, dafl mit hoher Wahrscheinlichkeit die Eigenwertseparie-
rung der Adjazenzmatrix vorliegt. Dieser Nachweis kann {iber die Spurmethode gefiihrt
werden (vgl. z. B. die folgende Analyse der Eigenwertseparierung in Theorem 5.11 oder
[FK81, Frigl]).

3.3 Kantentypen

Die im vorigen Abschnitt eingefiihrte geringe Diskrepanz werden wir jetzt auf spezielle

Hypergraphen ausdehnen. Der Hintergrund fiir diese Erweiterung ist wieder technischer
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Natur. Aus aussagenlogischen Formeln bzw. r-uniformen Hypergraphen kénnen neue
Graphen bzw. Hypergraphen gebildet werden. Weisen diese neuen Graphen eine gerin-
ge a-Diskrepanz auf, so konnen wir spéter daraus Riickschliisse iiber die urspriingliche

Formel bzw. den urspriinglichen Hypergraphen ziehen.

Im weiteren werden hauptséchlich gerichtete 3-uniforme Hypergraphen H = (V| E) be-
trachtet. Die Anzahl der Knoten in einem solchen Graphen sei |V| = n. Im Unterschied
zur herkdmmlichen Definition von (ungerichteten) uniformen Hypergraphen sei nun eine
Kante e € E nicht eine Menge von drei Knoten sondern ein geordnetes Tripel. Es ist also
e=(x,y,2) € VXV xV bzw. e € V" bei gerichteten r-uniformen Hypergraphen. Ein
Knoten darf durchaus mehrfach in einer Kante vorkommen. Diese Definition ist somit
eine Erweiterung des Begriffs der gerichteten Graphen auf (r-uniforme) Hypergraphen.
Die Anzahl der Kanten in H sei m = |E| = |H|. Ferner bezeichne e; das i-te Element
der Kante e. Es ist z.B. (z,y, 2)2 = y. Desweiteren sei e\i das (k — 1)-Tupel, welches
aus dem k-Tupel e entsteht, wenn das i-te Element entfernt wird. Betrachten wir wieder

das Beispiel e = (x,y, 2), so ist e\2 = (z, 2).

Definition 3.3 (Kantentyp). Es sei H = (V,E) ein gerichteter/ungerichterer 3-
uniformer Hypergraph. Es seien ferner X,Y,Z C V. Eine Kante e = (z,y,z) bzw.
e =A{z,y,z} ist vom Typ (X,Y,Z), wenn z € X, y €Y und z € Z gilt.

Man beachte, da§ die Typen (X,Y,Z) und (Z,Y, X) im Falle von gerichteten Hyper-
graphen verschieden, im Falle von ungerichteten Hypergraphen jedoch gleich sind. Es
bezeichne mx y, z die Anzahl aller Kanten vom Typ (X, Y, Z). In gerichteten Hypergra-

phen berechnet sich diese Anzahl aus
mx\y,z = |Eﬂ (X XY x Z)| .

3.4 Die geringe Diskrepanz von zufilligen Hypergraphen

In gerichteten 3-uniformen (bzw. in gerichteten r-uniformen) Hypergraphen gibt es n3

(bzw. n") viele mégliche Kanten. Hieraus ergibt sich analog die Definition der Kanten-
dichte p = m/n?® (bzw. p = m/n"). Diese Kantendichte stellt eine Wahrscheinlichkeit
dar. Nun wihlen wir zu drei vorgegebenen Knotenzahlen |X|, |Y| und |Z| uniform die
drei Knotenmengen X, Y und Z. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine konkrete Auswahl be-
trigt also ((&‘) : (lgﬁ‘) . (|Z|))71. Die erwartete Anzahl an Kanten vom Typ (X,Y,Z)
betrégt auf Grund der Lineritdt des Erwartungswertes |X| - |Y|-|Z| - p. Analog kann

man nun die Diskrepanz definieren. An dieser Stelle kommen wir aber gleich zum Be-
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griff der geringen a-Diskrepanz. Wir betrachten wieder eine Knotenmenge X der Grofie
|X| = an bzw. deren Komplement ¥ = V\X. Der Hintergrund hierfiir liegt wieder in
den eigentlich zu Grunde liegenden Formeln bzw. Hypergraphen begriindet. Die Mengen
X und Y stellen letztendlich z. B. die Variablen einer Formeln dar, die auf wahr oder

falsch gesetzt sind.

Definition 3.4 (geringe a-Diskrepanz von Hypergraphen). Es sei H = (V, E)
ein gerichteter 3-uniformer Hypergraph mit |V| =n und |E| = m. Es bezeichne ma g c
die Anzahl der Kanten vom Typ (A, B,C). Es seien X CV und Y CV Knotenmengen
mit | X| = (a+o(1))n und Y = V\X. Der Hypergraph H ist von geringer a-Diskrepanz,
wenn

masc = |Al-|B|-[C]- 25 - (1+0(1) + o(m)

fir alle Knotenmengen X sowie A, B,C € {X,Y} gilt.

Diese Definition umfafit acht verschiedene Kantentypen. Fiir die vier folgenden Typen

sowie € < a(n) < 1 — ¢ gilt beispielsweise:
myxx =’ m-(1+o(1), myxy=a’ (1-a) m:(1+o(1)),

mxyy = o- (1 — a)2 -m-(1+0(1)) und myyy = (1 — a)3 -m-(1+0(1)) .

Die o-Notation bezieht sich hierbei wiederum auf n — oco. Liegt die geringe a-Diskrepanz
fiir jede geeignete Funktion a(n) vor, so sprechen wir wieder von geringer Diskrepanz

des Hypergraphen:

Definition 3.5 (geringe Diskrepanz). Ein gerichteter 3-uniformer Hypergraph H =
(V, E) ist von geringer Diskrepanz, wenn er fir jedes o = a(n) mit 0 < a(n) < 1 von

geringer a-Diskrepanz ist.

Betrachten wir nun zufillige Hypergraphen. Es sei H,, 3, der Wahrscheinlichkeitsraum
der gerichteten 3-uniformen Hypergraphen mit n Knoten, wobei jede mogliche Kante
unabhéngig von den anderen mit der Wahrscheinlichkeit p gew#hlt wird. Hier sind fiir
uns Hypergraphen mit einer Kantenwahrscheinlichkeit von p = n®/n? interessant. Dabei
ist 0 < € < 2 eine positive Konstante. Da wir spéater zufillige Hypergraphen konstruieren,
die fast diese Kantenwahrscheinlichkeit haben, betrachten wir nun Hypergraphen mit
der Kantenwahrscheinlichkeit p = c(1 + o(1))n®/n%. Dabei ist ¢ ebenfalls eine positive
Konstante. Auch hier gilt, dafl alle Kanten die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Diese
Hypergraphen haben geringe Diskrepanz:
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Lemma 3.6. FEs seien 0 < € < 2, ¢ > 0 Konstanten sowie 0 < a(n) < 1. Fast alle
Hypergraphen H = (V, E) aus Hy 3, mit p = cn®/n?(1+0(1)) haben geringe Diskrepanz.

Beweis. Analog zum Beweis des Lemmas 3.2 geniigt es auch hier, sich auf a(n) # o(1)
und a(n) # 1 — o(1) zu beschrinken. Es 148t sich wieder eine Konstante ¢/ > 0 finden,
sodaBl &/ < a(n) < 1 — & erfiillt ist.

Die Anzahl an Kanten m = |E| ist (n?, p)-binomialverteilt. Der Erwartungswert betrigt
damit E[m] = n3 - ¢(1 + o(1))n°/n? = cn'*¢(1 + o(1)). Die Anwendung der Chernoff-
Schranken (Ungleichung 223) zeigt wieder, dafl die Anzahl der Kanten scharf konzentriert
ist. Fiir jedes geeignete § = §(n) > 0, z.B. § = 1/In*n mit & > 0 und k konstant oder

§ =n~/4 gilt §2n'T¢ — 0o und somit:

Prob [|m — E[m]| > 6 - E [m]] < 2¢~ 0" Flml/3
o 26—§2cn1+5(1—|—o(1))

=o(1) .

Damit betrégt die Anzahl Kanten fast aller Hypergraphen H aus H,, 3 ne /, m = E [m](1+
o(1)) = en'*4(1 + o(1)). Hypergraphen mit einer anderen Kantenanzahl brauchen wir

im weiteren nicht betrachten, da diese (fast) nicht auftreten.

Fiir jeden Kantentyp (A, B,C) der Definition 3.4 mit A,B,C € {X,Y}, |X| = (o +
o(1))n und Y = V\X koénnen folgende Schlufifolgerungen gezogen werden: Die Anzahl
der Kanten vom Typ (4, B, C) ist (|A| - |B| - |C|,p = ¢(1 4 o(1))n /n?)-binomialverteilt.
Damit betrégt die erwartete Kantenanzahl vom Typ (A, B, C)

E[mapc] = c’n3(1 + 0(1))7"L‘€/n2
= ntE(1 4 0(1))
=dm(1+o(1))

mit
de {ca3,ca2(1 —a),ca(l —a)? el - 04)3} ,

abhéingig vom gewéhlten Typ. Die Anzahl an Kanten vom Typ (A, B,C) ist aber fiir
alle Knotenmengen X mit | X| = (o + o(1))n scharf konzentriert. Es bezeichne A das

Ereignis, dafl fiir mindestens eine Teilmenge X die Anzahl Kanten stark abweicht. Es
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ist also m(a gy # ¢'m(1 + o(1)). Fiir eine geeignet gewihlte positive reelle Funktion
d = 6(n) aus o(1) ist dies gleichbedeutend mit |ma pc—E[mapc|| > d-E[mapc]. Es
gibt maximal (&‘) < 2" viele Teilmengen X. Die Anwendung der Chernoff-Schranken

liefert uns nun:

Prob [.A] = Prob |: U |mA,B,C’ —E [mA,B,C” >6-E [mA,B,C’]
XeV,|X|=(ato(1))n]

= Prob [.A] < Z Prob HmA,B,C —E [mA,B,C” >4§-E [mA,B,C]]
XeVv
|X[=(ato(1))n
< 2" . Prob [|mA,B,C —E [mA,B,C” >6-EB [mA,B,CH
<on. 9. 6—62c’m(1+0(1))/3

—9.enn 2-82c'entte(14-0(1))/3

—oo O(1)
AN
n (1112—5%6 cc (1+0(1))/3)
=o(1) .

In fast allen betrachteten Hypergraphen betriigt die Anzahl der Kanten m = cn!*e(1 +
0(1)) bzw. es gilt dadurch auch E [m] = m(1 4 o(1)). Die Anzahl der Kanten vom Typ
(A,B,C) mit A, B,C € {X,V\X} betrigt fiir fast alle Graphen:

map.c = E[mapc|(l+o(1))
=|A[-|B]-|C[-p- (14 0(1))
= (d/e)nden2(1 + o(1))
=ntE(1 4+ 0(1))
=cden'™ (14 0(1))(1 4 o(1))
(en™=(1 + o(1))

= ()18 o) U EA) o)
= 141181101 EI (14 o)
= [A]-|B-|C] - =5 - (1 +0(1) .

Dies erfiillt die Definition der geringen a-Diskrepanz fiir jedes a mit &/ < a(n) < 1 —
e O
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3.5 Die Konzentrierung des Grades

Liegt bei einem Hypergraphen eine geringe a-Diskrepanz vor, so sind die Kanten relativ
gleichméflig verteilt. Es sollte also jeder Knoten in der gleichen Anzahl Kanten vorkom-
men. An dieser Stelle ist es nun sinnvoll, den Grad eines Knotens zu betrachten. Unter
dem Grad d(v) eines Knotens v verstehen wir im Hypergraphen die Anzahl Kanten, in
denen der Knoten v vorkommt. In gerichteten Hypergraphen kénnen wir sogar etwas
préziser sein, indem die Position 7 des Knotens v in einer Kante beachtet wird. Es sei
wieder e; der Knoten auf Position ¢ in der Kante e. Es bezeichne nun d;(v) die Anzahl

an Kanten, in denen der Knoten v auf der Position ¢ vorkommt. Es ist somit
di(v) =|{e:e € E und e¢; = v}| . (71)

Hiermit haben wir den Grad eines Knotens fiir eine bestimmte Kantenposition defi-
niert. Im Gegensatz zu herkémmlichen Graphen gibt es bei Hypergraphen mehr als zwei
Knoten pro Kante. Es besteht dadurch die Moglichkeit, den Begriff des Grades auf Kno-
tenpaare, -tupel oder -mengen auszudehnen. Speziell sind wir spéter an Hypergraphen
interessiert, in denen die Menge derjenigen Kanten, die mit einer anderen Kante ein Kno-
tenpaar gemeinsam haben, im Vergleich zur Gesamtanzahl der Kanten vernachlassigbar
ist. Die Menge dieser Kanten sei D = D(H). Damit ist diese Kantenmenge D fiir einen

gerichteten Hypergraphen H = (V, E) definiert als

D={e:ec E,3f € E,Jiund 35 mit f #e,i# j,{es,ej} ={fi, fi}} - (72)

In der Menge D sind also alle Kanten e, zu denen eine weitere Kante existiert, die zwei
Knoten aus e enthilt und diese sich auf den gleichen Positionen befinden. Betrachten
wir die ersten zwei Koordinaten, so ist z. B. (z,y,z) € D, falls eine Kante (z,y,a) € E

mit a # z oder (y,z,a) € E (hier ist a = z moglich) gibt.

Wir werden nun die Hypergraphen als fast d-reguldr bezeichnen, in denen alle Knoten

auf allen Positionen in etwa den gleichen Grad haben:

Definition 3.7 (fast d-regulire gerichtete r-uniforme Hypergraphen). Es sei
H = (V, E) ein r-uniformer Hypergraph mit |V| =n und |E| = m. H ist fast d-regulir,
fir alle Knoten v € V und alle i € {1,...,r}.

di(v) =d(1+ o(1))
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gilt.

Die Uberpriifung auf Fast-d-Regularitit eines Hypergraphen kann analog zur Uber-
priiffung auf Fast-d-Regularitidt eines Multigraphen (Algorithmus 2.8 Fast_Reguldr-G)
gestaltet werden. Dies liefert uns Algorithmus 3.8 Fast_Reguldr_H.

Algorithmus 3.8 (Fast_Regulidr H(H, g())).

Eingabe: - H = (V, E) - r-uniformer gerichteter Hypergraph
mit [V]|=n
+9:N—=Q // g(n) =0(1), g(n) >0

Ausgabe: H ist / ist nicht fast d-regulér

1. FOR¢:=1TO n DO

2. FOR k:=1TO r DO DJi, k] :=0

3. FOR EACH e = (vy,v3,...,v,) € E DO

4. FOR k:=1TO r DO DJuvk, k| := D[vg, k] + 1
. dmin = minlgigm 1<k<r D[Z, ki]

6. dmax ‘= MaX]<i<n, 1<k<r D[i, k‘]

7. _ dmin ‘|2' dmax

. IF 7111“2 : ddmm < g(n)

9. THEN RETURN H ist fast d-regulér
10. ELSE RETURN H ist nicht fast d-regulér

Lemma 3.9. Es sei H = (V, E) ein r-uniformer gerichteter Hypergraph sowie g: N — Q
eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion mit 0 < g(n) < 1 und g(n) = o(1). Wird
auf H der Algorithmus 3.8 Fast_Regular_H angewendet, dann gilt:

1. Wenn ein d existiert, so dafi H beziiglich g(n) fast d-regulir ist, so findet der
Algorithmus ein solches d und hat als Ausgabe fast d-reguldr.

2. Wenn kein d ezistiert, so daf$ H beziiglich g(n) fast d-regulir ist, so gibt der Algo-

rithmus nicht fast d-reguldr aus.

3. Der Algorithmus hat polynomielle Laufzeit.
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Beweis. Offensichtlich wird in den Zeilen 1 bis 4 des Algorithmus fiir jeden Knoten v € V
sowie jede Koordinate i der Grad D[v, ] = d;(v) geméB Gleichung 71 korrekt berechnet.
Die Laufzeit betrégt fiir die beiden Schleifen O(n - |E|). Die Bestimmung des minimalen
sowie des maximalen Grades in den Zeilen 5 und 6 kann in O(|E|) implementiert werden.
Analog zum Beweis von Lemma 2.9 kénnen wir wieder schlielen, dafl H fast (dpmin +
dmax)/2-regulér sein mufl, wenn wenigstens ein d existiert, so dal H fast d-regulér ist.
Offensichtlich wird dies in den Zeilen 8 bis 10 in der Zeit O(1) erkannt. O

Beziiglich der geringen a-Diskrepanz wurden gerichtete 3-uniforme Hypergraphen mit
der Kantenwahrscheinlichkeit p = cn®/n? betrachtet. Diese Graphen sind ebenfalls fiir

ein d = d(n) — oo fast d-regulér:

Lemma 3.10. Fast alle gerichteten 3-uniformen Hypergraphen H = (V, E) aus Hp3p
mitc>0,0<¢e <2, p=c(l+0o(1))n°/n? und d = cn® sind fast d-reguldr.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Grad d;(«x) fiir ein festes ¢ und einen festen Knoten
x. Ist beispielsweise ¢ = 1, so zdhlen wir in d;(z) alle Kanten vom Typ ({z},V, V). Steht
die Position i des Knotens z fest, so gibt es insgesamt n? mogliche Kanten, die die
Grofle von d;(x) beeinflussen konnen. All diese Kanten werden unabhéingig voneinander
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gezogen. Damit ist aber d;(z) binomialverteilt mit
den Parametern (n?,c(1 + o(1))n¢/n?). Der Erwartungswert betrigt somit E [d;(z)] =
n?-c(14+0(1))nf/n? = en®(1+o0(1)). Lt. Lemma soll d;(z) = E [d;(z)](1+(0)) gelten. Dies
ist gleichbedeutend mit |d;(z) —E [d;(z)]| < ¢ fiir eine nichtnegative Funktion 6 = §(n) =
o(1). Die Chernoff-Schranken (Ungleichung 223) liefern uns eine Wahrscheinlichkeit von
2. e~ Eldi(2)]/3 dafiir, daf3 diese Ungleichung nicht erfiillt ist. Insgesamt gibt es n Knoten
und 3 Positionen. Die Wahrscheinlichkeit, dafl einer der 3n moglichen Grade d;(z) von

der Definition abweicht, betrigt maximal:

3n-2- 6—52E[di(r)]/3 —6- 6lnn—526(1—|—()(1))'r15/3 (73)

Fiir geeignete 0, beispielsweise § = 1/ Inn mit & > 0 oder § = n=/* gilt wieder
§?nf — oo bzw. (Inn—§%c(1+0(1))n°/3) — —oo. Damit betriigt die Wahrscheinlichkeit,
dafl mindestens ein d;(x) die Definition nicht erfiillt, o(1). Fast alle Hypergraphen H aus

H,, 3.c(140(1))ns m3/2 gentigen der Definition von fast d-regulér. O

Fast alle betrachteten zufélligen Hypergraphen sind also beziiglich einer geeigneten Funk-
tion g(n), z.B. g(n) = 1/ In* n fast d-regulir. Betrachtet man nocheinmal die Analysen,

so ist jede Funktion g(n) = ©(1/In*n) geeignet. Wir sind an effizienten Algorithmen,
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also an Polynomialzeitalgorithmen interessiert. Es empfiehlt sich hier die Verwendung
von g(n) = 1/[logyn]* = ©(1/In* n) mit k € N. Es gilt also mit hoher Wahrscheinlich-
keit (1 — g(n)) -d < di(v) < (1 + g(n)) - d fur alle Knoten v € V' auf allen Positionen
1 < i < r. Nach Lemma 3.9 kann dies fiir einen solchen Hypergraphen effizient durch

den Algorithmus 3.8 Fast_Reguldr_H {iberpriift werden. Diese Betrachtung fiihrt zu

Korollar 3.11. Der Algorithmus 3.9 zertifiziert effizient bei fast allen gerichteten 3-
uniformen Hypergraphen H = (V,E) aus Hp3zp mit ¢ > 0, 0 < ¢ < 2, p = ¢(1 +
o(1))nf/n? und d ~ cn®, daf diese beziiglich g(n) = 1/[logyn]* fast d-regulir sind.
Dabei ist k € N eine Konstante mit k > 0.

In den weiteren Untersuchungen stéren die Kanten des Hypergraphen, die mit ande-
ren Kanten gemeinsame Knotenpaare haben (siche auch die Definition von D in der
Gleichung 72). Um diese Kanten behandeln zu kénnen erweitern wir die Defintion von
fast d-regulér. Ist zusétzlich die Menge der Kanten, die mit einer anderen Kante ein
Knotenpaar gemeinsam haben, vernachléssigbar klein, so seien dies stark d-regulére Hy-

pergraphen:

Definition 3.12 (stark d-regulire gerichtete r-uniforme Hypergraphen). Es
sei H = (V, E) ein r-uniformer Hypergraph mit |V| = n, |E| = m und D entsprechend
Gleichung 72. H ist stark d-reguldr, wenn

1. H fast d-reguldr ist und

gilt.

Um die starke d-Regularitit effizient zu iiberpriifen kann der Algorithmus 3.8 Fast_Re-
guldr_H erweitert werden. Im einfachsten Fall testet man alle (‘5 |) Kantenpaare, um so

die Grofle von D zu bestimmen.
Durch die Einschriankung der Kantenwahrscheinlichkeit kénnen wir nun die fast d-
reguldren Hypergraphen angeben, die stark d-reguldr sind:

Lemma 3.13. Fast alle gerichteten 3-uniformen Hypergraphen H = (V,E) aus Hy 3,
mit p = en® /n?(1+0(1)) und den Konstanten ¢ > 0 sowie 0 < & < 1 sind stark d-regulér

mit d = cnf.

Beweis. Die betrachteten Hypergraphen haben eine Kantenwahrscheinlichkeit von p =
c(140(1))nf/n? mit 0 < e < 1 < 2. Damit sind fast alle die Hypergraphen nach Lemma
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3.10 fast d-regulér. Es wird nun gezeigt, daf} fiir fast alle Hypergraphen H des Lemmas
D(H) = o(m) gilt.

Wir betrachten zuerst die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf8 eine Kante e = (z,y,2) € D
ist. Damit dieses Ereignis eintritt, mufl die Kante e in H enthalten sein. Ferner muf es
eine zweite, von e verschiedene Kante f = f(e) geben, so dal e und f ein Knotenpaar
gemeinsam haben. Alle Kanten im Graphen werden unabhéngig voneinander gezogen,
so daf} die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten von e oder f in H miteinander multi-
pliziert werden konnen. Fiir die Position des gemeinsamen Paares gibt es insgesamt drei
Moglichkeiten. Die geringste Anzahl an Wahlmoglichkeiten fiir die Kante f liegen dann
vor, wenn die Kante e aus drei identischen Knoten besteht. Hier unterscheiden sich e
und f nur in einem nichtgemeinsamen Knoten. Fiir diesen Knoten kommen die restlichen
n — 1 Knoten in Frage. Damit gibt es in diesem Fall 3(n — 1) verschiedene Moglichkeiten
fiir die Kante f. Mit p ~ n°/n? und 0 < ¢ < 1 gilt np — 0. In diesem Fall berechnet sich
die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein der Kante f nach der Siebformel (Glei-
chungen 215 und 217) aus 1 — (1 — p)3®=1 = 3(n — 1)p(1 — o|(1)|) = 3np(1 — o|(1)]).
Gibt es nur zwei gleiche Knoten in e, so gibt es mehr Wahlméglichkeiten fiir die Kante
f- Die meisten Varianten gibt es, wenn alle drei Knoten in e verschieden sind. In diesem
Fall gibt es drei Positionen fiir identische Paare (also z.B. (x,y) in e und f) mit n — 1
Moglichkeiten fiir den nichtgemeinsamen Zwischenknoten. Ferner gibt es wiederum drei
Positionen fiir das gespiegelte Paar (also z.B. (x,y) in e und (y,z) in f). Hier kann
es aber n Moglichkeiten fiir den nichtgemeinsamen Knoten geben. Damit gibt es hier
3(n — 1) + 3n = 6n — 3 Moglichkeiten fiir die Kante f. Hier berechnen wir also die
Wabhrscheinlichkeit fiir f aus 1 — (1 —p)%" =3 = (6n—3)p(1 — |o(1)|) < 6np. Hieraus folgt:

Prob [e € D] = Prob [e € E] - Prob [3f(e)]
<p-6np
= 6nc®n? (1 4 o(1))
= 6c¢*n* 3 (14 0(1)) .

Nun kénnen wir den Erwartungswert fiir die Anzahl Kanten in D bestimmen:

E[ID= )  Problee D]
ecVxVxV

= E[|D|] < n®-6c*n**73(1 + o(1))
= 6c*n* (14 o(1)) .
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3 Diskrepanzeigenschaften zufélliger Graphen und Hypergraphen

Es sei nun ¢/ = £/(¢) > 0 eine Konstante, so dal ¢ + ¢’ < 1 gilt. Es ist z.B. ¢ =
1/2 — £/2 geeignet. Fir fast alle Hypergraphen betrégt der Unterschied zwischen der
Anzahl Kanten |D| und dem Erwartungswert E [|D|] nicht mehr als das n¢-fache des
Erwartungswertes E [|D|]. Dies ist eine Folgerung aus der Markoff-Ungleichung (218):

/

Prob [|D| > B[|D|]-n| <n~*
=o(1).

In fast allen Hypergraphen des Lemmas gilt also |D| < 6¢2n%1¢' (1 + o(1)). Aus dem
Beweis zu Lemma 3.6 folgt, dal die Anzahl Kanten m in fast allen Hypergraphen m =
en!e(1 4 o(1)) betrigt. Daraus folgt aber fiir fast alle Hypergraphen:

[D| _ 6P+ (1+ o(1))

m —  en'tE(1+40(1))
<1
~~
r_ 1 + O(l)

= 6e - e+te 1 e S 74

con T+ o(l) (74)

= o(1). (75)

Es gilt somit |D| = o(m) fiir fast alle Hypergraphen des Lemmas. O

An dieser Stelle ist eine eingehendere Betrachtung der Ungleichung 74 bzw. 75 sinnvoll.
Offensichtlich gilt hier ebenfalls (|D|-Inn)/m = o(1). In fast allen Graphen gilt also im-
mer |D| < m/Inn = o(m). Dieses Verhiltnis von |D| zur Kantenanzahl m kann effizient

untersucht werden.

Wir werden nun ein Verfahren erarbeiten, um die geringe Diskrepanz sowie die Eigen-
schaft fast d-reguldr bzw. stark d-reguldr von 3-uniformen gerichteten Hypergraphen
effektiv nachzuweisen. Das Ziel ist es, diesen Nachweis auf Nachweise der Diskrepanz
bzw. Regularitét bestimmter Graphen zuriickzufithren. Léscht man beispielsweise in je-
der Kante eines 3-uniformen Hypergraphen einen Knoten, so entsteht ein Graph. Dieser
Graph hat die gleiche Knotenmenge sowie etwa die gleiche Anzahl an Kanten wie der
urspriingliche Hypergraph. Man kann also durchaus erwarten, dafl Eigenschaften des
Hypergraphen sich in daraus konstruierten Graphen widerspiegeln. Im weiteren werden

wir zwei verschiedene Konstruktionen betrachten.

Zunéchst definieren wir einen Projektionsgraphen. Die Kanten dieses Graphen bestehen

aus den Projektionen bestimmter Koordinaten des Hypergraphen. Ein Projektionsgraph
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4 Diskrepanz von Hypergraphen und einfache Graphen

beziiglich der Koordinaten ¢ und & soll z. B. genau dann eine Kante e = {u, v} enthalten,
wenn es im Hypergraphen eine Kante gibt, die auf der Position ¢ den Knoten u sowie
auf der Position k den Knoten v enthélt. Ferner soll es sich bei den Projektionsgraphen

um einfache und ungerichtete Graphen handeln.

Die zweite Konstruktion werden wir als Produktgraphen bezeichnen. Hierbei {iberpriifen
wir, ob es zwei Kanten im Hypergraphen gibt, die auf einer Koordinate den gleichen
Knoten enthalten. Die erste Idee fiir diese Konstruktion besteht darin, den iibereinstim-
menden Knoten zu 16schen und nun die beiden Knotenpaare als Knoten aufzufassen. Es
wiirden damit z.B. die Kanten (a,b, z) und (z,y, z) des Hypergraphen die neue Kan-
te ((a,b), (z,y)) erzeugen. Der so entstehende Graph hat n? viele Knoten. Im weiteren
Verlauf wollen wir aber aus einem zufilligen Hypergraphen einen Produktgraphen kon-
struieren, der moéglichst einem der tiblichen Modelle fiir Zufallsgraphen entsprechen soll.
Bei der obigen Konstruktion gibt es jedoch sehr viele Abhéngigkeiten, die die weite-
ren Rechnungen erschweren. Diese Abhéngigkeiten kénnen etwas reduziert werden. In
der obigen Konstruktion wird einfach eine kleine Vertauschung in den Knotenpaaren
zwischen den beiden Kanten vorgenommen. Auflerdem wollen wir wieder ungerichtete
Graphen betrachten. In unserem Beispiel wiirde die Konstruktion des Produktgraphen
die Kante {(a, z), (b,y)} liefern. (Der erste Knoten in einem Knotenpaar stammt immer
aus der ersten betrachteten Kante des Hypergraphen. Analog verhélt es sich mit dem
zweiten Knoten.) Ferner ist es ebenfalls sinnvoll, auf Knoten der Art (v,v) zu verzichten.
Fiir die nachfolgenden exakten Definitionen dieser Graphen sei e; wieder der Knoten auf
Position (bzw. Koordinate i) der Kante e sowie e\e; das geordnete Tupel e ohne das

Element e; auf Position 3.

4 Nachweis der geringen Diskrepanz von Hypergraphen mittels
einfacher Graphen
4.1 Projektions- und Produktgraphen

Analog zu [GJ02] fithren wir nun die Begriffe des Projektions- bzw. des Produktgraphen

em:

Definition 4.1 (Projektionsgraph). Es sei H = (V, E) ein r-uniformer gerichteter
Hypergraph. Der ungerichtete Graph G, = G, (H) = (V, E; ;) heifit Projektionsgraph

von H beziiglich der Koordinaten i und k, wenn fiir die Knotenmenge E; ;. dieses Graphen
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4 Diskrepanz von Hypergraphen und einfache Graphen

qgilt:
Eip={{z,y}: v #y,Je € E mit e; = x und e, =y} .

Definition 4.2 (Produktgraph). Es sei H = (V, E) ein r-uniformer gerichteter Hy-
pergraph. Der ungerichtete Graph G; = G;(H) = (V x V, E;) heifit Produktgraph von
H beziiglich der Koordinate i, wenn fiir diesen Graphen gilt:
(x1,x2);ﬁ(y1,y2),
E; = {{(xl, 2), (Y1,Y2) } ¢ Fe.feE mit Aei=(1) und f\fi=<xz,yz>}
ei=fi

Man beachte, dafl es nach dieser Definition zwei Paare von Kanten beziiglich eines ge-
meinsamen Knoten z in H geben kann, die {(z1,22), (y1,y2)} erzeugen. Beziiglich der
dritten Position konnten dies die Kanten (x1,y1,2) und (22,2, 2) bzw. (y1, 1, 2) und
(y2, z2, z) sein. Ein Kantenpaar ((x1,y1, 2), (x2,y2, 2)) des Hypergraphen H erzeugt also
immer die beiden Produktgraphkanten (x1,z2)— (y1,y2) und (z2,z1)— (y2,41).

Kehren wir nun zuriick zu den zufilligen Hypergraphen. Wir haben bereits gesehen, dafl
diese zufilligen Hypergraphen fiir eine bestimmte Kantenwahrscheinlichkeit eine geringe
Diskrepanz aufweisen und stark d-reguldr sind. Die Konstruktion der Projektionsgra-
phen 148t erwarten, dafl diese Graphen in etwa die gleiche Kantenanzahl haben werden
wie der zu Grunde liegende Hypergraph. Fast alle Graphen des Modells G,, , mit einer
erwarteten Kantenanzahl von enft3/2 haben nach Lemma 3.6 eine geringe Diskrepanz
fiir jedes a(n) mit 0 < a(n) < 1 und sie sind d-reguldr fiir ein d. Wir werden zeigen,
dafl die Projektionsgraphen ebenfalls dem Modell geniigen und somit eine geringe Dis-

krepanz aufweisen und d-regulér sind.

Zu einer dhnlichen Vermutung kann man ebenfalls fiir die Produktgraphen gelangen,
wenn man wieder die erwartete Anzahl an Kanten betrachtet. Die Wahrscheinlichkeit,
dafl ein festes Kantenpaar im Hypergraphen vorhanden ist, betridgt etwa (cn® /n3/ 22,
Eine Kante im Produktgraphen kann gebildet werden, wenn mindestens ein entsprechen-
des Kantenpaar im Hypergraphen vorhanden ist. Davon gibt es aber 2n viele (Anzahl der
moglichen Knoten auf der zu entfernenden Koordinate sowie zwei verschiedene, geeignete
Kantenpaare). Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kante im Produktgraphen betrigt damit

3/2)2 2

etwa (cn®/n -n = ?n?72. Die erwartete Kantenanzahl berechnet sich also aus ca.

2c2n%*—2. (”22) = 2n?*2, Setzen wir N = n?, so enthiilt der Produktgraph N Knoten
und = ¢? - N'*¢ Kanten. Wir werden gleich zeigen, daf die Projektions- sowie die Pro-
duktgraphen fast d-regulédr sind und eine geringe Diskrepanz aufweisen. Bevor wir uns

damit beschéftigen prézisieren wir noch die Zusammenhénge zwischen den Kantenzahlen
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4 Diskrepanz von Hypergraphen und einfache Graphen
der verschiedenen Graphen.

4.2 Kantenanzahl des Projektions- und des Produktgraphen

Lemma 4.3. Es sei H = (V, E) ein 3-uniformer und stark d-regulirer gerichteter Hy-
pergraph mit |V| =n, |E| =m und d = d(n) — oc.

1. Die Projektionsgraphen G, ; = G; ;(H) = (V, E;;) beziiglich aller Koordinaten i #
J, {4,5} € {1,2,3}, von H haben eine Kantenzahl von |E; ;| = m(1 — |o(1)]).

2. Die Produktgraphen G; = Gi(H) = (V x V, E;) beziglich aller Koordinaten i &
{1,2,3} von H haben eine Kantenzahl von |E;| = m72(1 —lo(1)]).

Beweis. Es bezeichne m4 g )(G) die Anzahl der Kanten vom Typ (4, B, ...) im Gra-
phen bzw. Hypergraphen G. Die Anzahl aller Kanten sei m(G). Der vorliegende gerich-
tete 3-uniforme Hypergraph H = (V, E) habe m = m(H) = |E| Kanten.

Wir beginnen mit den Projektionsgraphen G; ;. O.B.d. A. sei ¢ = 1 und j = 2. Eine
Kante {z,y} des Projektionsgraphen wird nur von Kanten der Typen ({z},{y},V)
bzw. ({y},{z},V) erzeugt. Der Anteil der Kanten, die ein Knotenpaar auf den selben
Koordinaten gemeinsam haben, ist asymptotisch klein und damit vernachlédssigbar, da
H stark d-regulér ist (siehe Definition 3.12). Damit erzeugen — bis auf o(m) viele — alle
Kanten aus H genau eine Kante im Projektionsgraphen G . Diese Betrachtung kann

analog fiir die anderen Projektionsgraphen gefithrt werden. Damit gilt
m(Gi ;) =m(1 —o(1)]) .

Kommen wir nun zu den Produktgraphen. Wir fixieren wieder o.B.d. A. die Koordina-
te des gemeinsamen Knoten bei der Kantenbildung. Es sei also ¢ = 3. Wir betrachten
somit den Produktgraphen (3. Die nachfolgenden Betrachtungen kénnen analog fiir die

Produktgraphen G; und G2 wiederholt werden.

Der Hypergraph H ist stark d-reguldr und damit nach Definition 3.7 ebenfalls fast d-
reguldr. Der Grad eines Knoten z beziiglich der Koordinate ¢ = 3 betrigt somit d(1 +
o(1)). Dies ist gleichbedeutend damit, dafi der Knoten z in d(1 + o(1)) = (m/n) - (1 +
0(1)) verschiedenen Kanten in H vorkommt. Von diesen Kanten koénnen jeweils zwei
ausgewihlt werden, um zwei Kanten im Produktgraphen zu bilden. Uber den Knoten z

kénnen somit 2(d(1+20(1))) viele Kanten im Produktgraphen gebildet werden. Insgesamt
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4 Diskrepanz von Hypergraphen und einfache Graphen

haben wir n Knoten in H. Damit betrigt die Anzahl an Kanten im Produktgraphen G5

maximal

2
= d*n(1 + o(1))
=m2(1+o(1))/n . (76)

m(C) < 2(d(1 +0(1))>n

Bis zu diesem Punkt haben wir noch nicht untersucht, ob diese Kanten fiir die Konstruk-
tion iiberhaupt zuldssig sind bzw. ob mehrere Kantenpaare aus H die gleiche Kante im
Produktgraphen generieren. Der Produktgraph ist ein einfacher Graph, d.h. Schlingen,
z.B. {(z,y), (z,y)}, sind nicht zuléssig.

Wir betrachten nun eine Kante (x1,z2)—(y1,y2) des Produktgraphen. Es ist natiirlich
(z1,22) # (y1,y2), es kann aber durchaus x; = x9 oder y; = yo moglich sein. Die Kante
kann nur aus einem Kantenpaar (z1,y1,2) und (x2,ys2, z) oder (y1, 21, 2) und (y2, x2, 2)
entstehen. All diese Kanten haben aber gemeinsam, dafl auf den ersten beiden Koordina-
ten die Knoten x1 und y; bzw. x2 und ys auftreten miissen. Der vorliegende Hypergraph
H ist stark d-regulédr. Daraus folgt, da§ die Anzahl solcher Kanten maximal o(m) be-
tragt. Hieraus kénnen (O(;”)) = o(m?) Paare gebildet werden. Um die Auswirkungen auf
die Anzahl an Kanten im Produktgraphen zu bestimmen, miissen wir etwas detaillierter

vorgehen. Die Vorgehensweise wie im Beweis zu Lemma 3.13 ist noch nicht ausreichend.

Es sei wieder d3(z) der Grad des Knotens x auf der Koordinate 3 in H, also die Anzahl
aller Kanten, in denen z an dritter Stelle vorkommt. Es sei ferner d5(z) die Anzahl der
Kanten, in denen z ebenfalls auf der dritten Position vorkommt, es aber keine Kante
gibt, die die gleichen Knoten auf der ersten und zweiten Stelle beinhaltet. In d5(x) zéhlen
wir also genau die Kanten, die fiir die Bildung einer speziellen Kante im Produktgraphen

nicht ersetzt werden kénnen. Im Hypergraphen H haben wir m Kanten. Es gilt also

m = ng(v) :

veV

Der Hypergraph H ist stark d-reguldr. Es gibt damit nicht mehr als o(m) viele Kanten,

die ein Knotenpaar auf den gleichen Koordinaten gemeinsam haben. Es ist also

3 di(v) = m — Jo(m)] -

veV
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Mittels des definierten Grades d4(z) konnen wir aber eine untere Schranke fiir die Anzahl
an Kanten im Produktgraphen angeben. Jede der ds(z) Kanten eines Knotens x kann
zur Kantenbildung genutzt werden. Dabei erzeugt genau ein Paar dieser Kanten zwei
Kanten im Produktgraphen. Pro Knoten kénnen (d’g$)) solche Paare gebildet werden.
Daraus folgt aber:

m(Gs) > 2- Z (d’év)) )

veV

Hier werden n Funktionswerte von f(z) = (5) = (2? — #)/2 aufsummiert. Die Funktion

selbst ist konvex von unten, da f”(x) = 1 > 0 gilt. Die Summe der n Argumente ist
ebenfalls bekannt. Somit kénnen wir die Jensensche Ungleichung (bzw. deren Folgerung
in Ungleichung 230) anwenden. Man beachte ferner, da d = (m/n) — oo und somit
1/d =n/m = o0(1) gilt:

veV
ZUEV dé(v)
> 2 n
o (559)
m—|o(m)|
=2n

= (A L o)
1/d=|o(1)]
m? >
=— | 1=lo(Ml= — (1=]o(1)]
m2
= m(G3) = — - (1= o(1)]) .

Aus dieser unteren Schranke und der oberen Schranke in Ungleichung 76 fiir die Kan-

tenanzahl im Produktgraphen G3 folgt nun sofort

B =" (14 0(1)) 5

In Lemma 3.13 wurde gezeigt, dafl fast alle 3-uniformen gerichteten Hypergraphen H =
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(V,E) aus My, 3.cne—2(140(1)) Mit 0 < & < 1 stark d-regulir sind. Dabei betréigt d =
2cn® — oo. Daraus folgt aber sofort, dafl fast alle diese Graphen eine Kantenzahl m =

d-n-(1+o0(1)) haben. Wendet man hierauf das Lemma 4.3 an, so erhélt man:

Lemma 4.4. Es sei € eine Konstante mit 0 < € < 1. Fiir fast alle 3-uniformen gerich-

teten Hypergraphen H = (V, E) aus Hy, 3 cne—2(1+40(1)) gilt:

1. Die Projektionsgraphen G;; = G;;(H) = (V,E;;) beziglich aller Koordinaten

i # j von H haben eine Kantenzahl von |E; ;| = en®t1(1 — |o(1))).

2. Die Produktgraphen G; = G;(H) = (V x V, E;) beziiglich aller Koordinaten i von
H haben eine Kantenzahl von |E;| = 2n*+t1(1 — |o(1)]).

4.3 Eigenschaften des Projektionsgraphen

Wenn die Anzahl der Kanten in den Projektions- und in den Produktgraphen bekannt
ist, so kann gezeigt werden, daf} die Projektions- und Produktgraphen unserer zufilligen

Hypergraphen ebenfalls eine geringe Diskrepanz zeigen und fast d-reguldr sind:

Lemma 4.5. Es sei H = (V, E) ein 3-uniformer gerichteter Hypergraph aus Hy, 3, mit
der Kantenwahrscheinlichkeit p = cn®/n?(1 + o(1)). Ferner seien 0 < ¢ < 1 und 0 <
a < 1 Konstanten sowie d = 2cn®. Fiir fast alle Hypergraphen H aus H, 3, weisen alle
Projektionsgraphen G; ; = (V, E; j) beziiglich aller Koordinaten i und j mit 1 <i,j <k

sowie i # j eine geringe Diskrepanz auf und sie sind fast d-requldr.

Beweis. Die Konstruktion aller Projektionsgraphen ist bis auf die verwendeten Koordi-
naten identisch. Wir kénnen also zunéchst o.B.d. A. einen festen Projektionsgraphen,
z. B. beziiglich der Koordinaten ¢ = 1 und j = 2, betrachten. Hat dieser Projektionsgraph
fiir fast alle Hypergraphen H die geforderten Eigenschaften, so trifft dies dann gleich-
falls auf die anderen Projektionsgraphen zu. Insgesamt gibt es 3 und somit endlich viele
Projektionsgraphen. Geht die Wahrscheinlichkeit fiir jeden Projektionsgraphen gegen 1,
dafl dieser dem Lemma geniigt, so geht die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal es mindestens

einen Projektionsgraphen gibt, der dem Lemma nicht geniigt, gegen 0.

Die betrachteten Koordinaten seien also 0. B.d. A. i =1 und 5 = 2. Auf Grund der Kon-
struktion handelt es sich bei dem Projektionsgraphen um einen einfachen Graphen, d. h.
Schlingen bzw. Mehrfachkanten gibt es nicht. Eine Kante {z,y} gibt es im Projektions-
graphen genau dann, wenn der Hypergraph H eine Kante vom Typ ({z},{y},V) bzw.
vom Typ ({y},{z},V) enthiilt. Diese Kanten werden in H alle unabhéingig voneinander
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mit der Wahrscheinlichkeit p = en/n?(1 + o(1)) gezogen. Auf der letzten Position (Nr.
3) dieser Kantentypen konnen jeweils n verschiedene Knoten stehen. Es gibt somit 2n
verschiedene mogliche Kanten in H, die {z, y} generieren kénnten. Fiir das Produkt 2np

gilt mit € < 1 offensichtlich

Nun kann die Wahrscheinlichkeit p’ dafiir bestimmt werden, dafl die Kante {x,y} mit

x # y in G 2 vorhanden ist:

p' = Prob [{z,y} € F1 2]

= Prob U ec kb

ec({z},{y},V)
U({y}{z},V)

— 2mp(1 — Jo(1))
= 2nen® /n?(1 4+ o(1))

£

:20-%-(14—0(1)).

Betrachtet man zwei verschiedene mogliche Kanten {v,w} und {z,y}, also {v,w} #
{z,y}, so haben die Kantentypen ({v},{w},V) U ({w},{v},V) und ({=},{y},V) U
({y}.,{z},V) des Hypergraphen keine Kante gemeinsam. Dies gilt ebenfalls fiir eine
beliebige Menge von moéglichen Kanten des Projektionsgraphen. Die Kanten des Hyper-
graphen wurden alle unabhéngig voneinander gezogen. Damit wurden auch die Kanten
des Projektionsgraphen alle unabhéngig voneinander und alle mit der selben Wahrschein-
lichkeit p’ gewéhlt. Damit stammt aber G2 aus G,, ;y. Da die Kantenwahrscheinlichkeit
P =2c-n°/n(14+0(1)) mit 0 < € < 1 betrégt, folgt nun der Beweis aus Lemma 3.2. [

Die Produktgraphen sind ebenfalls zufillige Graphen. Leider sind hier die Kanten nicht
unabhéngig voneinander. Die Abhéngigkeiten sind jedoch nicht zu stark, so daf} hier
ebenfalls geringe Diskrepanz bzw. Fast-d-Regularitdt nachgewiesen werden kann. Diese

Betrachtungen erfolgen in den ersten beiden Lemmatas des nichsten Abschnitts.
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4.4 Eigenschaften des Produktgraphen

Lemma 4.6. Es sei H = (V,E) ein 3-uniformer gerichteter Hypergraph aus Hy 3,
mit der Kantenwahrscheinlichkeit p = enf/n®?(1 + o(1)). Ferner sei 0 < ¢ < 1/6
eine Konstante sowie d = 2¢*n*e. Fiir fast alle Hypergraphen H aus Hyp3p sind alle
Produktgraphen G;(H) = (V x V, E;) beziiglich aller Koordinaten i mit 1 < i < k fast

d-reguldr

Beweis. Der Beweis folgt dem Beweis des Lemmas 11 in [FGK02]. O. B. d. A. beschrénken
wir uns in unseren Betrachtungen auf den Produktgraphen G3. Gibt es im Hypergra-
phen H die beiden Kanten (aj, b1, 2) und (ag,bs, z), so werden in G die beiden Kanten
(a1,a2)—(b1,b2) und (ag,a1)—(be,b1) gebildet. Nun fixieren wir den Knoten (a1, as)
in G3. In den Zufallsvariablen X = X(H,aj,a3) und Y = Y (H,a1,a2) werden wir
die Kantenpaare aus H zihlen, die eine Kante mit dem Endpunkt (aj,a2) in G3 er-
zeugen. Hierzu definieren wir zunéchst die Indikatorzufallsvariablen X, = X, (H, a1, a2)
und Y, = Y,(H,a1,az), die uns angeben, ob eine in (a1, a2) endende Kante beziiglich
z gebildet wurde. Wir unterscheiden ebenfalls, ob a; = ag gilt. Ein ungeordnetes Kan-
tenpaar {(ai, b1, z), (a2, be, 2)} des Hypergraphen erzeugt die zwei verschiedenen Kanten
(a1,a2)—(b1,b2) und (ag, a;)— (b2, b1) des Produktgraphen. Betrachten wir dagegen ge-
ordnete Paare, so kann eine Produktgraphkante mit dem Endpunkt (a;,a2) durch ein
Kantenpaar ((ay), -, 2), (a2, -, z)) oder durch ein Paar ((-, a1, 2), (-, az, z)) erzeugt werden.

Den ersten Fall zéhlen wir in X,, den zweiten in Y,:

1: a1 # ag, 3by und 3by mit (ay, by, 2), (ag,be,2) € E
X.=41: a; = ag, db; und by mit (al,bl,z), (CLQ,bQ,Z) € F und by 7& bo

0: sonst.

Analog definieren wir Y, fiir das andere Paar, welches eine in (aj,as) endende Kante

generiert:

1: a1 # ag, 3by und Iby mit (b1, a1, 2), (be,a2,2) € E
Y.=14q1: aj; =ay, 3by und by mit (by,a1, 2), (b2, as,2) € E und by # be

0: sonst.

Es seien jetzt X =3 . X, und entsprechend Y = > ./ Y,. Auf Grund dieser Defini-
tion gibt es fiir jede Kante in G3, die den Knoten (a1, az) enthéilt, mindestens ein X, = 1
bzw. Y, = 1. Dies 1dt bereits d(aj, a2) = X + Y vermuten.
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Die urspriinglichen Kantenpaare unterscheiden sich immer in der letzten Koordinate. Da
die Kanten des Hypergraphen H unabhéngig voneinander gezogen wurden miissen die
Zufallsvariablen X, bzw. Y, alle voneinander unabhéngig sein. Damit sind aber X und Y
binomialverteilt. Mittels der Chernoff-Schranken werden wir die scharfe Konzentration
von X und Y und damit auch die scharfe Konzentration der Summe (X + Y') zeigen.
Anschliefend werden wir sehen, daf§ alle Knoten (aj,as) des Produktgraphen G5 den
Grad d(ai,a2) ~ X +Y haben.

Wir beginnen mit der Berechnung des Erwartungswertes E [X,]. Zuerst betrachten wir
die Wahrscheinlichkeit, ob es in H zu den beiden Knoten a und z einen Knoten b gibt, so
daBl (a,b, z) eine Kante des Hypergraphen ist. Fiir den Knoten b gibt es n verschiedene
Moglichkeiten. Mit ¢ < 1/2 gilt np = o(1). Ferner sind alle Kanten aus H voneinander
unabhiingig. D.h. wir kénnen die Siebformel (Gleichung 217) anwenden und erhalten
Prob[3b: (a,b,z) € H] = np(1l — |o(1)|). Nun betrachten wir den Fall a; # as. Zwei
Kanten (a1,b1,2) und (ag,be, z) sind immer verschieden und damit immer unabhéngig

voneinander. In diesem Fall erhalten wir also

Prob [X, = 1] = Prob[3b; : (a1, b1,2) € H] - Prob [3bs : (ag, b, z) € H]

— (np(1— |o(1)])?
—n2.p2 (L+0(1) . (77)

Nun betrachten wir den Fall a; = ao. Hier mufl b; # by gelten. Damit sind die beiden
Kanten wieder unabhéngig. Zunéchst fixieren wir aq, b und z. Die Wahrscheinlich-
keit fiir die Kante (a1, b1, z) betrigt also p. Nun betrachten wir die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl neben b; ein weiteres by existiert, so daf (a1, bg, z) ebenfalls eine Kante aus
H ist. Fiir by gibt es nun (n — 1) verschiedene, voneinander unabhingige Moglichkei-
ten. Fiir ¢ < 1/2 gilt immer noch np = o(1) bzw. (n — 1)p = o(1). Wir erhalten also
Prob [3bs : (a1, b2, 2), (a1,b1,2) € E/(a1,b1,2) € E] = (n—1)p(1—]o(1)|). Nach dem Satz

iber die totale Wahrscheinlichkeit berechnen wir nun

Prob[X, =1] = Z(n —Dp(1 —Jo(1)]) - p
zeV

=n?-p?-(1+0(1)). (78)

In beiden Fillen gilt also Prob[X, = 1] = n? - p? - (1 + o(1)). X. ist eine Indikatorzu-
fallsvariable, damit folgt ebenfalls E[X,] = n?-p? - (1 + o(1)). Analog berechnen wir
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Prob[Y, = 1] = E[Y;] = n?-p?- (1 + o(1)). Nun kénnen wir die Erwartungswerte E [X]
und E [Y] bestimmen:

E[X]=n-Prob[X, =1]
g (14 o(1))
=cn* . (1+40(1)) . (79)

Analog berechnen wir

E[Y] =c*n* - (1+0(1)) . (80)

Die Konzentrierung von X und Y um den Erwartungswert folgt aus den Chernoff-
Schranken (Gleichung 223). Es sei 0 < 6 < 1. Wir ermitteln:

Prob[|[X —E[X]| > 6 -E[X]] < 2. 0 (4e(1)/3 (81)

Fiir eine geeignet gewihlte Funktion 6 = d(n) = o(1), z.B. §(n) = 1/Inn oder §(n) =
1/n/? gilt 2-1n—62 - 2 - n?(1 + 0(1))/3 — —oo. Daraus folgt

1
Prob[|X — E[X]| > 5B [X]] = o <2> . (82)

n
Mit § = o(1) folgt aus dieser Ungleichung fiir den Knoten (a1, az2), da X (H, a1, az) ~
c®n?* mit Wahrscheinlichkeit o(1/n?) gilt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf8 es einen
Knoten (z,y) gibt, fiir den dies nicht zutrifft, betrigt maximal n? - o(1/n?) = o(1).
Analog zeigt man die Konzentration von Y. Fiir fast alle Hypergraphen H gilt also, dafl

in allen Produktgraphen G; in allen Knoten die Summe aus X und Y
(X+Y)=2-n"-(1+0(1)) (83)

betrégt. Nun ist zu zeigen, daf fiir alle Knoten (a1, a2) zusétzlich d(ai,az) ~ (X +Y)
gilt. Hierzu iiberlegen wir uns, in welchen Féllen (X + Y) nicht den korrekten Grad
widerspiegelt. Hier sind zwei prinzipielle Félle zu unterscheiden. Zum einen ist es moglich,
daBl es ein X, = 1 gibt, welches nicht fiir die Bestimmung des Grades aufsummiert werden
darf. Zum anderen kann es ebenfalls moglich sein, daff es ein X, = 1 gibt, fiir das me