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Kapitel 1

Einleitung

Die Analyse, das Design und die Bewertung von physikalischen, technischen und 6ko-
nomischen Systemen in einer realistischen Umgebung erfordern oftmals die Beriicksich-
tigung von stochastischen Einfliissen. Zum einen werden Systemparameter als zufillig
angesehen, da z. B. Materialeigenschaften aufgrund von Schwankungen beim Herstel-
lungsprozefs nicht im ganzen Gebiet einheitlich ausfallen. Zum anderen unterliegen dy-
namische Systeme stdndigen Einwirkungen, die deterministisch nicht genau beschrieben
werden konnen, da sie nicht vorhersehbar sind.

Mathematische Modelle fiir eine Vielzahl solcher Probleme sind Differentialgleichungen
mit stochastischen Parametern. Typische Anwendungen beschéftigen sich mit Wérmelei-
tung oder Wellenausbreitung. Im Mittelpunkt dieser Arbeit sollen Gleichungen stehen,
die zuféllige Schwingungen beschreiben. Beispiele dafiir sind Reaktionen von Flugzeugen
auf Boen, Grenzschichtturbulenzen und Triebwerksldrm, von Fahrzeugen auf Strafsen-
unebenheiten, von Strukturen auf Erdbeben oder Wind sowie von Offshore-Anlagen auf
Wellenschlag.

Fiir die Behandlung von Differentialgleichungen mit zufélligen Parametern gibt es grund-
legend verschiedene Methoden. Ein Konzept besteht darin, in der deterministischen Pro-
blemstellung die entsprechenden Parameter durch zuféllige zu ersetzen. Fiir die reali-
sierungsweisen Losungen kommen unter Nutzung der Theorie deterministischer Diffe-
rentialgleichungen die Prinzipien der stochastischen Analysis zur Anwendung, vergleiche
hierzu etwa [3, 22, 39]. Auch in der vorliegenden Arbeit soll diese Herangehensweise ge-
wahlt werden. Fin anderes Konzept ist durch die Verwendung spezieller stochastischer
Integrationsmethoden charakterisiert, die z. B. bei der Behandlung von stochastischen
[t6-Differentialgleichungen genutzt werden (siehe z. B. [1, 16, 21]).

Die Beriicksichtigung von Zufallseinfliissen in der Differentialgleichung erfordert natur-
gemél einen sehr viel hoheren Aufwand gegeniiber einem deterministischen Modell. In
vielen Fallen ist lediglich eine approximative Bestimmung der Losung beziehungsweise
von stochastischen Kenngrofen der Losung moglich.

Eine zentrale Rolle bei der Modellierung von Zufallseinfliissen spielt im weiteren die
Theorie der schwach korrelierten Prozesse. Die zur Charakterisierung von Losungen ver-
wendeten Methoden basieren dabei auf Arbeiten von J. vom Scheidt und seiner Arbeits-
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gruppe. Eine geschlossene Darstellung der Theorie liegt mit der Monographie [26] vor.
Das Konzept der schwach korrelierten Prozesse wurde auf eine Vielzahl von zufalligen
Gleichungen der mathematischen Physik angewendet. Zum Beispiel befassen sich neben
[26] die Arbeiten [17, 18, 24, 27| mit Eigenwertproblemen zufélliger Differentialoperato-
ren und Matrizen sowie mit stochastischen Randwertproblemen.

Die wesentliche Eigenschaft von schwach korrelierten Prozessen besteht darin, daf sie
keine , Fernwirkung® besitzen. Die Werte eines solchen Prozesses an zwei Punkten sind
unkorreliert, wenn der Abstand dieser Punkte die Grofse € > 0, die als Korrelationsldnge
bezeichnet wird, iiberschreitet. Ahnliche Zerfallseigenschaften gelten auch fiir die hoheren
Momente. Die Grundlage der Theorie bilden asymptotische Entwicklungen von Momen-
ten und Verteilungsdichten linearer und nichtlinearer Funktionale schwach korrelierter
Prozesse nach der Korrelationsldnge . Auf der Basis der Entwicklungen ergeben sich fiir
feste £ analytische Darstellungen oder zumindest Approximationen von stochastischen
Charakteristiken dieser Funktionale.

Eine Weiterentwicklung der Theorie der schwach korrelierten Prozesse stellt die Arbeit
[41] dar. Das unter anderem vorgestellte Konzept der e-korrelierten Prozesse, einer spezi-
ellen Klasse von schwach korrelierten Prozessen, vereinfacht die asymptotische Entwick-
lung von zweiten Momenten linearer Integralfunktionale wesentlich und stellt Abschét-
zungen der Approximationsfehler bereit.

Fiir die Modellierung von Zufallseinfliilssen mittels schwach korrelierter Prozesse existie-
ren im wesentlichen zwei Ansétze. Zum einen wird der Zufallseinflufs selbst als schwach
korreliert angesehen und zum anderen als Integralfunktional eines schwach korrelierten
Prozesses dargestellt. Betrachtet man etwa eine Fahrbahnoberflache, so zeigt sich, dafs
parallele Fahrspuren tatséchlich auf diese Art modelliert werden kénnen, siche z. B. [28].

Motiviert durch die Resultate in [13, 28, 45, 46] werden in der vorliegenden Arbeit dis-
krete Schwingungssysteme mit zufélliger Erregung untersucht. Schwingungsmodelle stel-
len im allgemeinen Randanfangswertprobleme fiir eine zeit-, orts-, und zufallsabhéngige
Funktion dar. Durch Diskretisierung beziiglich der Ortskoordinaten entstehen (grofdi-
mensionierte) Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Fiir die
Korrelations- und Spektralanalyse sowohl von linearen als auch von nichtlinearen Syste-
men existieren eine Reihe von Verfahren. Viele Methoden zur Behandlung von Differen-
tialgleichungssystemen mit kleinen Nichtlinearitdten basieren dabei wiederum auf dem
linearen Fall, wie zum Beispiel Stérungsmethoden, siehe etwa |28, 40].

In dieser Arbeit werden lineare Systeme von gewthnlichen Differentialgleichungen
T p
S Aaltw) = 3" ROt 0)
1=0 k=0

fiir einen vektoriellen Zufallsproze z(t, w) mit zufélligem inhomogenem Term betrachtet.
Die Matrizen Ay, ..., A, und Fy, ..., P, seien konstant und deterministisch, der vektori-
elle Zufallsprozefs f(t,w) sei schwach stationér.

Im zweiten Kapitel werden zunéchst die Grundlagen der Korrelationsanalyse fiir Systeme

2(t,w) = Az(t,w) + g(t,w)



erster Ordnung zusammengefafst. Da sich Systeme hoherer Ordnung ebenfalls in diese
Gestalt tiberfiihren lassen, ergeben sich verschiedene Vorgehensweisen bei der Bestim-
mung der Korrelationsfunktion der Ableitungen 2 (¢,w), I = 0,...,p der Losung des
Ausgangsproblems. In einem weiteren Abschnitt wird ein Uberblick iiber die Methode
der asymptotischen Entwicklung gegeben.

Auf der Basis ihrer Definition werden im dritten Kapitel einige Annahmen fiir Familien
(°f)es=o von e-korrelierten Prozessen getroffen, die spéter zur asymptotischen Entwick-
lung der Korrelationsfunktion von Integralfunktionalen fiir ¢ — 0 notwendig sind. Die
weitreichendste Forderung ist, daf die Korrelationsfunktionen einer Familie ( °f).~q durch
die Korrelationsfunktion des 1-korrelierten Prozesses generiert werden. Damit léfst sich
die gesamte Familie ( f).~o anhand einer Korrelationsfunktion charakterisieren. Zentra-
le Kenngréften sind die von der Korrelationslinge unabhéngigen Korrelationsmomente.
Fiir die Anwendung der klassischen Entwicklungssitze (siehe z. B. [26, 27]) ist ledig-
lich deren Kenntnis notig. Die in dieser Arbeit vorgestellten Entwicklungen machen die
Betrachtung sogenannter Korrekturterme von Korrelationsmomenten erforderlich. Diese
Funktionen lassen sich aus der generierenden Korrelationsfunktion berechnen. Fiir eine
Reihe von Korrelationsfunktionen werden die Spektraldichte, die Korrelationsmomente
und die Korrekturterme angegeben.

Eine Modellierung der Erregung durch e-korrelierte Prozesse erfordert die Untersuchung
von differenzierbaren e-korrelierten Prozessen. Neben Eigenschaften von Korrekturter-
men solcher Prozesse werden Methoden zur Konstruktion von Korrelationsfunktionen
angegeben. Die aus der Literatur [24, 27, 41] bekannten rekursiven Verfahren erweisen
sich fiir hohere Differenzierbarkeit als recht aufwendig. Dagegen sind die in dieser Arbeit
vorgestellten B-Spline-Korrelationsfunktionen stiickweise polynomiale Funktionen, fiir
die eine einfache explizite Darstellung existiert.

Im Mittelpunkt des vierten und flinften Kapitels steht die Entwicklung der Korrelations-
funktion von Integralfunktionalen des Typs

z(t,w) = / Q(t —s)°f(s,w)ds

mit einer deterministischen Kernfunktion ((¢) und einem vektorwertigen e-korrelierten
Zufallsprozef °f(t,w). Bei der Untersuchung von Schwingungsmodellen ist es aufterdem
notwendig, neben Integralfunktionalen x(¢,w) auch deren Ableitung

it w) = / Q(t — 5)%f(s,w) ds + Q(0) (1, w)

zu betrachten. Diese hat eine zu x(t,w) grundsitzlich verschiedene Struktur, wenn der
Term Q(0) *f(t,w) aufgrund der Eigenschaft Q(0) # 0 nicht verschwindet.

Aufbauend auf den Ergebnissen in [41]| gelingt es im vierten Kapitel fiir den Fall ei-
ner hinreichend glatten Kernfunktion Q(¢), asymptotische Entwicklungen nicht nur fir
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die Korrelationsfunktion R,.(7) = E{x(t)x*(t+ 7)}, sondern auch fiir die Korrela-
tionsfunktion R;;(7) der Ableitung des Integralfunktionals sowie fiir die Kreuzkorre-
lationsfunktion R,;(7) herzuleiten. Dabei wird stets unterschieden, ob eine Entwicklung
R(1) = “R(7) 4+ o(eN¥*1) der Ordnung N fiir ¢ — 0 lediglich punktweise oder sogar
gleichméfig beziiglich 7 gilt. Die Abhéngigkeit der Korrelationsfunktion von ¢ wird bei
dieser vereinfachten Schreibweise nicht angezeigt. Wihrend die punktweise Entwicklung
eine Potenzreihe in ¢ darstellt, ist eine solche einfache Struktur fiir die gleichméfige Ent-
wicklung nicht zu erreichen. Fiir feste Korrelationslénge € dienen die Entwicklungen als
Approximationen der Korrelationsfunktionen. Der Vorteil der gleichméfigen Entwicklung
liegt unter anderem darin, daft die Approximationen stetige Funktionen sind. Aufterdem
konnen sowohl analytische Darstellungen als auch Abschétzungen der Restglieder ange-
geben werden. Das ermoglicht es, die Giite einer Approximation nicht nur asymptotisch
fiir ¢ — 0 zu bewerten, sondern auch bei festem ¢ Fehlerschranken anzugeben.

An einem Beispiel wird deutlich, daf fiir die Korrelationsfunktion der Ableitung eine
Approximation entsprechend der punktweisen Entwicklung nicht immer empfehlenswert
ist.

Falls asymptotische Entwicklungen beliebiger Ordnung N = 0,1, 2, ... existieren und die
Folge der Approximationen VR(7) fiir festes € und N — oo konvergiert, muR der Grenz-
wert nicht mit der Funktion R(7) {ibereinstimmen. Es wird eine hinreichende Bedingung
an die Kernfunktion Q(¢) angegeben, die fiir jedes feste ¢ > 0 eine Konvergenz der Folge
der gleichmiiffigen Approximationen VR(7) gegen die exakte Korrelationsfunktion R(7)
fir N — oo garantiert. Die asymptotische Entwicklung ist dann fiir feste ¢ > 0 eine
beziiglich 7 gleichméfig konvergente Reihendarstellung der Korrelationsfunktion. An ei-
nem Beispiel wird gezeigt, wie sich die exakten Korrelationsfunktionen als Grenzwert der
Approximationen berechnen lassen. Somit besteht die Moglichkeit, die Approximationen
verschiedener Ordnungen mit dem Grenzfall zu vergleichen.

Eine Eigenschaft von differenzierbaren Prozessen ist es, daf sich die Korrelationsfunktion
der Ableitung des Prozesses durch Differenzieren der Korrelationsfunktion des Prozesses
ermitteln 1aft. Diese Eigenschaft iibertragt sich in gewisser Weise auch auf die asympto-
tischen Entwicklungen der Korrelationsfunktionen.

Das fiinfte Kapitel ist Integralfunktionalen mit stiickweise glatter Kernfunktion Q(t)
gewidmet. Dieser Fall ist insbesondere fiir die Analyse von Fahrzeugschwingungen von
Bedeutung. Bei statistischen Auswertungen hat sich gezeigt, dafs Integralfunktionale mit
bestimmten stiickweise definierten Kernfunktionen besonders gut zur Modellierung der
bereits oben genannten Strafsenprofile geeignet sind. Wie spéter im Kapitel 6 ersichtlich
wird, haben die Losungen des Schwingungssystems dann ebenfalls eine Darstellung mit
stiickweise definierter Kernfunktion.

Die Herangehensweise im vierten Kapitel beruht auf der Taylorentwicklung der Kern-
funktion Q(t). Diese ist im Fall stiickweise definierter Kernfunktionen nicht anwend-
bar. Durch eine stiickweise Betrachtung der Korrelationsfunktion gelingt es jedoch, eine
gleichméfige asymptotische Entwicklung auf ganz R herzuleiten, so daf die dadurch
definierten Approximationen stetige Funktionen sind. Eine Beschrankung der Korrela-



tionsldnge e ermdglicht noch Vereinfachungen in der Darstellung. Aufserdem wird die
punktweise giiltige Entwicklung in eine Potenzreihe angegeben. Bei den sich anschliefsen-
den Betrachtungen zur Konvergenz der Folge der Approximationen zeigt sich, daf die
fiir glatte Kernfunktionen formulierte Bedingung wiederum hinreichend ist.

Alle Entwicklungsséitze im vierten und fiinften Kapitel sind so formuliert, daf die ge-
stellten Voraussetzungen an die Kernfunktionen Entwicklungen mit einer Fehlerordnung
vom Typ O(eV*?) erméglichen. Fiir die schwiichere Aussage o(eV*!) sind auch schwi-
chere Forderungen an die Kernfunktionen zu stellen. Die Entwicklungssétze in der ab-
geschwiichten Formulierung werden zusammengefafst im letzten Abschnitt des flinften
Kapitels angegeben.

Im sechsten Kapitel werden nun Systeme mit direkter e-korrelierter Erregung sowie in-
direkter Erregung durch Integralfunktionale betrachtet. Entsprechend dieser Unterschei-
dung ist das Kapitel gegliedert. Bei der Modellierung durch differenzierbare e-korrelierte
Prozesse treten in der Losung auch Integralfunktionale von Ableitungen dieser Prozesse
auf. Ein wesentliche Voraussetzung der in [26| beschriebenen Entwicklungssitze war die
gleichméfige Beschrianktheit der Korrelationsfunktion des eingehenden (dort als schwach
korreliert vorausgesetzten) Prozesses beziiglich €. Diese Bedingung ist bei der Betrach-
tung von Ableitungen e-korrelierter Prozesse nicht erfiillt, im Gegenteil ist sogar die
Angabe der genauen Ordnung O(e~?) der Korrelationsfunktion der p-ten Ableitung
°f(®P)(t, w) nétig.

Im weiteren Verlauf wird fiir Systeme 1. Ordnung gezeigt, dak die Entwicklungen der
Korrelationsfunktion der Losung und der Ableitung fiir beliebige Ordnungen N exi-
stieren und die Folge der Approximationen konvergieren. Durch die Beriicksichtigung
verschiedener Losungsdarstellungen kommen asymptotischen Entwicklungen zustande,
die sich augenscheinlich beziiglich der Ordnung der Korrelationsfunktion unterscheiden.
Diese Tatsache stellt jedoch keinen Widerspruch dar und wird unter anderem an einem
Beispiel erlautert.

In [13, 26, 28] wurde der Ansatz gewéihlt, die zuféllige Erregung durch sogenannte ge-
glattete Integralfunktionale zu modellieren. Dadurch war die maximal mogliche Ordnung
einer Entwicklung der Korrelationsfunktion unter anderem durch die erreichte Glattheit
des Erregungsprozesses begrenzt. Auf der Basis der Resultate des fiinften Kapitels ge-
lingt es nun, gleichméfig konvergente Reihendarstellungen der Korrelationsfunktion der
Losung des Systems anzugeben. Anhand von Beispielen werden die Eigenschaften ver-
schiedener Approximationen diskutiert.

Abschliefend mochte ich all denen herzlich danken, die am Zustandekommen dieser Ar-
beit beteiligt waren. An erster Stelle gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. J. vom Scheidt fiir
die Motivation zu einem Promotionsvorhaben, die Anregung zu diesem Thema sowie fiir
seine stets freundliche Unterstiitzung. Weiterhin danke ich allen jetzigen und ehemaligen
Chemnitzer Kollegen der Arbeitsgruppen Stochastik, Finanzmathematik und Analysis —
Inverse Probleme, die mit ihrer Hilfs- und Diskussionsbereitschaft ebenfalls zum Gelingen
beitrugen.



Kapitel 2

Vorbetrachtungen

Zunéchst sollen die Grundlagen der Korrelations- und Spektralanalyse zusammengestellt
werden. In einem zweiten Abschnitt werden die behandelten Differentialgleichungssys-
teme spezifiziert und die Besonderheiten bei Systemen hoherer Ordnung dargelegt, wenn
der inhomogene Term auch Ableitungen der Erregungsfunktion enthélt. Im letzten Ab-
schnitt wird besonders auf die verwendeten asymptotischen Entwicklungen eingegangen.

2.1 Korrelations- und Spektralanalyse

In dieser Arbeit bezeichnen Ausdriicke der Form

f(t,w), g(t,w),...

stochastische (Vektor-) Prozesse auf R x € mit Werten in C" (oder R™), n € N, wobei
(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist mit einer geeigneten o-Algebra A von Teil-
mengen aus (). Der Erwartungswert beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmaftes P wird mit
E {-} bezeichnet. Fiir die betrachteten Prozesse wird stets vorausgesetzt, dafs die zweiten
Momente existieren.

Die Kreuzkorrelationsfunktion zweier vektorieller Zufallsprozesse y(t,w)und z(t,w), t € R
mit Werten in C" sei durch

Ry.(t,s) = E{[y(t) — E{y(t)}] [2(s) — E{2(s)}]"} , t,s€R
definiert. Im Fall stationédrer Zufallsprozesse bezeichnet
Ry.(7) = E{[y(t) - E{y)}] [z(t+7) - E{(t+7)}I'} , T€R

die Kreuzkorrelationsfunktion.

Das lineare System von gewthnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

2(t,w) = Az(t,w) + g(t,w) (2.1)
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fiir einen Zufallsvektor z(,w) habe eine stabile, deterministische Systemmatrix, d. h. alle
Eigenwerte von A besitzen einen negativen Realteil. Ist ¢(t,w) ein stationérer, im qua-
dratischen Mittel und f.s. pfadweise stetiger Prozef, dann existiert nach |7] die eindeutige

stationdre Losung
t

z(t,w) = / A= g (s, w) ds

—00

im quadratischen Mittel und f.s. pfadweise. Ein Prozefs z(¢,w) heift dabei stationére
Losung des Systems, wenn z(t,w) die Differentialgleichung erfiillt, stationdr und mit
g(t,w) stationér verbunden ist, d. h. der Prozef (?) stationdr ist. Im Vergleich zur Losung

t
F(t,w) = etz 4 / A9 g(s,w) ds

to

des Anfangswertproblems
Z;(t,(,()) = Ag(taw) + g(t,(ﬂ) ) 2(t0) = 20

beschreibt die stationédre Losung das Langzeitverhalten bei permanent zugefiihrter zu-
falliger Erregung ¢(t,w), also ohne den Einflufs des Anfangszustandes.

Da sich E {z(t)} gerade als stationdre Losung des deterministischen Problems mit inho-
mogenem Term E {g(t)} ergibt, ist es fiir die Korrelationsanalyse des Systemausgangs
ausreichend, Systemeingéinge mit E {g(t)} = O zu betrachten.

Die Korrelationsfunktion von z(¢,w) berechnet sich nach

t i+

R..(7) = / / AR (v — u) AT dudu,

—00 —00

die Kenntnis der Korrelationsfunktion R, (-) des schwach stationéren Prozesses g(t,w)
reicht zur Bestimmung von R,.(-) aus. Die konkrete Berechnung erweist sich jedoch in
vielen Féllen als schwieriges Vorhaben. Insbesondere bei grofdimensionierten Systemen
greift man auf Approximationsverfahren zuriick, die zum Beispiel auf Modellreduktion
basieren. Beispiele sind die Methoden der modalen Dekomposition und der optimalen
Projektion ([34, 46]). Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Funktion g(¢,w) so zu
modellieren, dafs die Berechnung vereinfacht wird, z. B. mittels Weifsen Rauschens.

In dieser Arbeit wird die Funktion ¢(t,w) unter Verwendung e-korrelierter Prozesse
modelliert. Die Approximationen der Korrelationsfunktion werden durch asymptotische
Entwicklungen nach der Korrelationslédnge ¢ fiir € — 0 definiert. Die Methoden der Mo-
dellreduktion und der asymptotischen Entwicklung kénnen auch kombiniert angewendet
werden, siehe z. B. [13, 34, 43, 46]. Im Folgenden soll jedoch die asymptotische Entwick-
lung im Mittelpunkt stehen.
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Bei der Spektralanalyse wird das System im Frequenzbereich untersucht [28, 22, 40]. Die
Spektraldichte von z(t,w)

1 [
S..(a) = o / e "R, (T)dr

berechnet sich nach
Sez(a) = H(a)Sge(a) H ()
aus der Spektraldichte von ¢(t,w) mit der Ubertragungsfunktion des Systems
H(a) = / eMel dt = —(ial + A)7t.

0

2.2 Differentialgleichungssysteme hoherer Ordnung

Gegenstand der Betrachtungen sei ein lineares Differentialgleichungssystem r-ter Ord-
nung der Dimension n

S A (t,w) = §(t,w) (2.2)
1=0
mit der zufélligen Erregung
p ~
gtw)=> BfP(tw). (2.3)
k=0
Dabei sind Ay, ..., A, (n x n)-Matrizen, Py, ..., P, (n x m)-Matrizen sowie f(t,w) und
x(t,w) vektorielle Zufallsprozesse mit Werten in C™ bzw. in C". Die Matrix A, sei in-
vertierbar.
Diskrete oder diskretisierte Schwingungsmodelle sind von dieser Gestalt mit r = p = 2
([11, 14, 20, 28, 40, 46]).

Das System (2.2) lafst sich mittels

21 @)
Z = 212 = . s T: : s
: O
2 =1 I
O I O O
: O I O :
A= : : 0
O O O I

—A;lAO —A;lAl —A;lAT_Q —A;lAr_l
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in ein lineares System (2.1) der Dimension nr mit Erregung

p
g(t,w) =Tg(t,w) =Y  Pf¥(t,w) (2.4)
k=0
umwandeln, wobei .
P.=TA'P,

gesetzt wird.

Es wird in der Arbeit das Symbol O fiir Nullvektoren oder Nullmatrizen, das Symbol
I fiir die Einheitsmatrix verwendet. Die Vektor- bzw. Matrixdimension ergibt sich aus
dem Zusammenhang.

Bei der Betrachtung von Systemen hoherer Ordnung wird immer gefordert, dafs die
entsprechende Matrix A stabil ist.

Die (nr x nr)-dimensionale Matrixexponentialfunktion G(t) = e

trixwertigen Anfangswertproblems

ist Losung des ma-

G'(t) = AG(t), G(0) =1
(siche z. B. |2]). Fiir die (nr x n)-dimensionale Matrixfunktion
Y(t) = G)T = T

gilt
Y'(t) =AY (t), Y(0)=T.

Sei G(t) der erste (n x n)-Block der Matrixfunktion Y (¢), d. h.

G(t) = TY (1),

wenn T eine (n x nr)-Matrix der Gestalt

ist. Die Matrixfunktion Y (¢) hat dann aufgrund der speziellen Struktur der Matrix A
die Darstellung

é«(r—l)(t)
Die Matrixfunktion G(t) hat die Eigenschaften

GO(0)=0,i=0,....r=2 wd GCU(0)=1. (25)
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Die Ubertragungsfunktion H(a) zu G(t) ermittelt man aus
= /é(t)eio‘t dt = /TeAtTeio‘t dt = TH(a)T,

0 0
wenn die Stabilitdt der Matrix A vorausgesetzt wird. Die stationdren Losungen

t

zip(t,w) = 29 (t,w) = /é(i)(t—s)g(s,w)ds, 1=0,...,7r—1

—00

sind Integralfunktionale des Prozesses §(t,w). Die Ableitung von 2"~V (¢,w) hat die

Gestalt
t

2 (t,w) = / GM(t — 5)§(s,w)ds + §(t,w).

—00

Fiir die Existenz weiterer Ableitungen von x(¢,w) miissen Forderungen beziiglich der
Differenzierbarkeit von §(¢,w) gestellt werden.

Mit der konkreten Gestalt (2.3) von §(¢,w) interessieren nun die Integralfunktionale

Z/ t—stf( (s,w)ds, 1=0,...,r.

Da die Funktion é(t) beliebig oft differenzierbar ist, bietet die partielle Integration die
Méglichkeit, die Integralfunktionale mit Ableitungen f*)(t,w), k > 1, auf Integralfunk-
tionale von f(¢,w) zuriickzufithren. Man berechnet

t

/ GOt — s)Pf® (s,w) ds

Bemerkung 2.1 Es sei vereinbart, dafs eine Summe den Wert 0 annimmt, falls die
l
obere Summationsgrenze kleiner ist als die untere () --- =0 fiir k > [).
j=k
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Aufgrund der Eigenschaft (2.5) der Funktion G(t) verschwindet die Summe der Rand-
terme

k—1 k—1
(FIPGEDO)PLfEF 0 (1 w) = 3 (~1)F G (0) B O, w)
j=0 j=0
k+i—r ~ ~
- Z (_kajflg(kfjﬂ'*l)(0)pkf(j)<t7 w),
j=0

falls k + i < r ist. Insbesondere lassen sich dann die Ableitungen von z(t,w) bis zur
Ordnung r — p — 1 als Integralfunktional von f(¢,w) darstellen

29 (t,w) = / (i(—l)ké’(i%)(t - s)f)k) f(s,w)ds, i=0,....,r—p—1. (2.6)

k=0

Die Ableitungen héherer Ordnung haben aufgrund von

p k+i—r

SN ()G (0) B O (1, w)

k=0 j=0
=D ( > (—1)’“_]_1G(k_”’_1)(U)Pk> FUtw)
j=0 \k=r+j—i
pti—r p—k ~ ~
- ( > (1y” 1G<J+“><0>Pk+j> Ot w)
k=0 Jj=r—i
firi=r—mp,...,r—1und

<Z( l)j—lé(j-f—r—l)( )pk+ ) f( (t,w)

( P + Z )~ 1é(j+r_1)(0)]5k+j> FO(t,w)
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und

2 (t, w) / ( DEGUHR(t — )f’k> f(s,w)ds
o \k

(Z ) LGUTT(0) Py ) FP(tw).

Zur Beurteilung von 2 (t,w), i = 0,...,r — p, sind also nur Kenntnisse iiber die Er-
regungsfunktion f(¢,w) erforderlich, nicht von deren Ableitung. Aukerdem wird es im
weiteren von Bedeutung sein, ob ein Zufallsprozef als Integralfunktional von f(t,w) dar-
stellbar ist oder ob noch Randterme hinzukommen.

Im Fall von Schwingungssystemen (r = 2) sind fiir die technische Interpretation neben
der Auslenkung und der Geschwindigkeit auch besonders die Beschleunigungen (i = 2)
von Bedeutung. Die obigen Uberlegungen zeigen, daf die fiir Schwingungssysteme ty-
pischen Werte p = 1,2 eine Modellierung der Erregung f(¢,w) durch differenzierbare
Prozesse und eine Analyse der fiir Approximationsverfahren notwendigen Kenngrofen
erfordern.

2.3 Asymptotische Entwicklung und Reihendarstellung

In diesem Abschnitt soll der Begriff der asymptotischen Entwicklung definiert und der
Zusammenhang zu Reihendarstellungen von Funktionen aufgezeigt werden. Aufterdem
werden Eigenschaften von asymptotischen Entwicklungen diskutiert, um die Methoden
der Bestimmung von Approximationen von Korrelationsfunktionen zu erlautern.

Folgt man [4] und [8], so gibt es verschiedene Typen von asymptotischen Entwicklungen.
Der Grundgedanke einer asymptotischen Entwicklung liegt in der Approximation einer
reellen Funktion ¢(¢) in der Umgebung eines Punktes, hier speziell ¢ = 0, durch eine
Darstellung der Art

QO(EE) = ao’gbo(éf) + (1,1?/}1(6) + ...+ a,N?/}N(éf) + O(?/}N(éf)) fir e — 0.

Die vorgegebene Folge von Funktionen ¢;(-), j = 0,1,..., N sei eine asymptotische Skala,
d. h. die Bedingungen 1;(¢) # 0 fiir ¢ # 0, j =0,..., N und ¢j11(c) = o(¢(¢)), j =
0,...,N — 1 seien erfiillt. Die Entwicklung in eine Potenzreihe von ¢ (z. B. 9;(¢) = &’)
stellt einen Spezialfall dar.

In komplizierten Fillen kennt man im Vorfeld die Funktionen ;(-) nicht, ein erweiter-
ter Begriff der asymptotischen Entwicklung erweist sich als niitzlich. Eine allgemeine
asymptotische Entwicklung zur asymptotischen Skala 1;(-), j =0,1,..., N ist eine Dar-
stellung

p(e) = o) + ¢i(e) + ...+ on(e) + o(¥n(e)) fiir e — 0,
wenn ¢;(e) = O(y;(e)), j=0,1,..., N gilt.
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Die Symbole O(-) und o(-) kennzeichnen dabei das asymptotische Verhalten zweier auf
(0,&0) definierter Funktionen ¢(e) und @(e) fiir ¢ — 0 zueinander. Man sagt

e o(g) = O(p(e)) genau dann, wenn Konstanten C' > 0 und &y € (0,eq) existieren,
so dafs
lp(e)] < C|(e)]| fir alle e € (0, &) (2.9)

Giiltigkeit hat und

o v(c) = o(@(e)) genau dann, wenn zu jeder Konstante C' > 0 ein &, € (0,¢0)
existiert, so daf (2.9) gilt.

Nach den einleitenden Bemerkungen wird der Begriff der asymptotischen Entwicklung
konkretisiert. Fir die Korrelationsfunktionen, die in dieser Arbeit untersucht werden,
ist es ausreichend, sich auf asymptotische Entwicklungen beziiglich einer asymptotischen
Skala von Potenzen von e zu beschrénken.

Definition 2.2

Sei p(e) eine auf (0,e9) C R definierte reelle Funktion. Fine asymptotische Entwicklung
der Ordnung N der Funktion ¢(e) fiir ¢ — 0 beziiglich Potenzen P, ... PN mit py <
... < pp ist eine Darstellung

w(e) = @ole) + ...+ on(e) + o(ePN), (2.10)

wenn fiir j =0,1,..., N gilt

7j—1
o(e) = Y wule) = O(em). (2.11)
k=0
Aus Definition 2.2 folgt, dafs
0;(e) =0(") fir j=0,...,N (2.12)

erfillt ist.

Andererseits ist (2.12) dafiir hinreichend, daf es sich in (2.10) um eine asymptotische
Entwicklung handelt.

Zur Vereinfachung wird die Notation

fiir die Approximation der Ordnung N einer Funktion ¢(¢) fir € — 0 eingefithrt und mit

oV (e) == ple) = Nole)
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das Restglied zu dieser Approximation bezeichnet. Fiir eine asymptotische Entwicklung
der Ordnung N schreibt man kurz

p(e) ="p(e) + " (e) -

Die Aufgabe besteht nun darin, die Exponenten pg,pq,... und die Entwicklungsglie-
der ¢o(€),¢1(€),... zu bestimmen. Im Gegensatz zum klassischen Fall der Entwick-
lung in eine Potenzreihe hat der Begriff der asymptotischen Entwicklung den Nachteil,
dafs eine solche Entwicklung nicht eindeutig ist. Hat man z. B. die Entwicklungsglieder
©1(€), ..., pj_1(c) festgelegt, dann ist ¢;(¢) nur bis auf einen Summanden der Ordnung
o(eP7) eindeutig bestimmt.

Besondere Bedeutung soll dem Fall beigemessen werden, daf fiir eine Folge von Entwick-
lungsgliedern g(g), p1(€), ... die Bedingung (2.11) fiir alle j = 0, 1,. .. erfiillt ist. Man
spricht dann von einer asymptotischer Entwicklungen der Ordnung N = oo. Konvergiert

die Reihe -
P(e) = Z @j(e) fiir alle € € (0,¢0) ,
=0

dann ist im Allgemeinen weder gesichert, dafs die Funktionen ¢(¢) und ¢(e) iiberein-
stimmen, noch daf die asymptotische Entwicklung von ¢(e) auch eine asymptotische
Entwicklung der Summe ¢(¢) ist. Entsprechende Gegenbeispiele sind in [4] zu finden.
Haben beide Funktionen eine gemeinsame asymptotische Entwicklung fiir N = oo, dann
gilt ¢(e) — p(e) = o(eP) fiir alle j = 0,1,... Beide Funktionen stimmen iiberein, falls
Ve € (0,e)

[o(e) = V()] = ["F(e)] — 0 fiir N — o0

gilt, d. h. die Folge der Approximationen (punktweise) gegen die exakte Funktion kon-
vergiert, Y p(g) — p(e) fiir N — oo.

Neben der moglichen Abhéngigkeit von einem Parameter € sind Korrelationsfunktionen
schwach stationdrer Prozesse Funktionen einer reellen Variablen 7. Bei asymptotischen
Entwicklungen fiir ¢ — 0 ist zu beachten, ob diese lediglich punktweise fiir alle 7 oder
gleichméfig beziiglich 7 gelten. Fiir eine Funktion ¢(7,e) mit dem Definitionsgebiet
R x (0,&p) heift eine Darstellung

90(7_7 5) = N@(Tv 5) + QNJFI (7—7 5)

punktweise asymptotische Entwicklung beziiglich 7 fiir ¢ — 0, falls die definierenden
Bedingungen (2.10) und (2.11) fiir jedes feste 7 € R gelten. Man spricht von einer gleich-
mékigen asymptotischen Entwicklung, falls diese Bedingungen gleichméfig beziiglich 7
gelten.

Liegt eine asymptotische Entwicklung der Ordnung N = oo vor, ist aufserdem von Inter-
esse, ob fiir alle festen ¢ € (0, &)

o(.6) = Vop(r,)] = [o"F (7, €)| = 0 fiir N — oo (2.13)

gilt. Dabei ist ebenfalls zu unterscheiden, ob diese Konvergenz nur punktweise fiir alle
7 oder sogar gleichméfig beziiglich 7 gilt. Fiir festes € ist dann ¢(7,¢) die Summe der
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Funktionenreihe Y ¢;(7,¢), deren Partialsummen ~ (7, €) gerade die Approximationen
=0

von (T, ¢) darstellen. In diesem Zusammenhang wird von punktweiser beziehungsweise

gleichméfiger Konvergenz der Approximationen gesprochen.

Zum Abschluf dieses Abschnittes soll ein Uberblick iiber den Nutzen der verschiedenen
Entwicklungen gegeben werden. Eine erste Information ist die Ordnung der Funktion
selbst, ¢(e,7) = O(po(e, 7)) = O(eP°). Dartiber hinausgehend 14t sich die Giite einer
Approximation in 3 Stufen bewerten:

1. Ist eine asymptotische Entwicklung der Ordnung N gegeben, dann kénnen anhand
der Ordnung des Restgliedes Aussagen zur Ordnung des Fehlers fiir ¢ — 0 gemacht
werden. Eine Erhéhung der Approximationsordnung NN zieht eine Verbesserung der
Fehlerordnung nach sich.

2. Liegt eine analytische Darstellung des Restgliedes oder eine Abschétzung dafiir
vor, dann lafst sich der Fehler einer Approximation fiir festes ¢ konkret angeben
bzw. abschéitzen, eine Erhéhung von N hat das Ziel eines kleineren Fehlers.

3. Konvergiert die Folge der Approximationen gleichméfig gegen die exakte Funktion,
dann existiert bei festem ¢ zu jeder vorgegebenen Fehlerschranke eine Approxima-
tionsordnung, so dafs der Fehler durch diese Fehlerschranke beschrankt wird.

Bei praktischen Aufgaben wird der Wert von ¢ durch die Modellierung und Anpassung
an gemessene Grofsen festgelegt sein, Aussagen im Sinne von 2. und 3. sind anzustreben.



Kapitel 3

e-korrelierte Prozesse und
Korrelationsmomente

Das Konzept der e-korrelierten Prozesse baut auf der Theorie der schwach korrelier-
ten Prozesse auf (|26, 27]). Die Eigenschaft der schwachen Korreliertheit eines zentrier-
ten Zufallsprozesses °f(t,w) mit Korrelationslinge ¢ > 0 bedeutet, dafs alle Momente
hoherer Ordnung E {f(t1)... 5f(t,)} in ein Produkt von Momenten niedrigerer Ord-
nung zerfallen, je nachdem, wie die Menge der Zeitpunkte {¢y,...,¢,} in maximal e-
benachbarte Teilmengen zu zerlegen ist. Die exakte Definition ist z. B. in [18, 24, 26, 27,
41] zu finden. Fiir zweite Momente schwach korrelierter zentrierter Prozesse folgt, daf
E{af(tl)ef(tg)} =0 ist fur |t2 — t1| Z E.

In [41] wurde die Theorie zu schwach korrelierten Prozessen weiterentwickelt. Dort ist
auch genau analysiert, in welchem Verhéltnis die Klassen der schwach korrelierten, der so-
genannten e-abhangigen und der e-korrelierten Zufallsprozesse stehen. Insbesondere zeigt
sich, dafs fiir die Korrelationsanalyse von Integralfunktionalen von schwach korrelierten
Prozessen die Eigenschaft der e-Korreliertheit entscheidend ist, bei deren Definition le-
diglich Eigenschaften der zweiten Momente eine Rolle spielen.

Fiir die Entwicklung der Korrelationsfunktion von Integralfunktionalen e-korrelierter
Prozesse sind in diesem Kapitel weitere Annahmen zu treffen. Auferdem werden die
benotigten Korrelationsmomente und deren Korrekturterme vorgestellt.

Ein weiterer Abschnitt beschéiftigt sich mit differenzierbaren e-korrelierten Prozessen.
Die Ableitungen sind zwar ebenfalls e-korreliert, gentigen a priori aber nicht den Voraus-
setzungen fiir die in [26] und [27] vorgestellten Entwicklungssdtze. Neben einigen Bei-
spielen wird eine Methode angegeben, wie sich Korrelationsfunktionen differenzierbarer
e-korrelierter Prozesse konstruieren lassen, siche dazu auch [24, 41].

Eine Reihe von B-Spline sind Korrelationsfunktionen von differenzierbaren e-korrelierten
Prozessen. Der letzte Abschnitt ist solchen B-Spline-Korrelationsfunktionen gewidmet.
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3.1 e-korrelierte Prozesse

Definition 3.1
Ein stochastischer Prozefs °f (t,w) mit t € D C R und Werten im C" heifst e-korreliert
mit der Korrelationslange € > 0, wenn

Res(t,s) = EL[f (1) = E{TON[T(s) = E{S(s)}]'} =0 Vi,s€ D mit |t —s| > ¢
gilt.

Fiir Familien (°f).~o von e-korrelierten Prozessen wird folgende Annahme vereinbart,
die ohne besonderen Vermerk im weiteren gelten soll.

Annahme 3.2

1. Die Zufallsfunktionen (°f).~o sind zentriert, d. h. E{¢f(¢)} = O.

2. Die Funktionen ( ¢f).~ sind schwach stationére Prozesse mit den Korrelationsfunk-
tionen

E{5(t)F(s)} = Rygls —t),  wobei

3. fiir die Korrelationsfunktionen (Re<(:)).., eine Darstellung durch eine Korrela-
tionsfunktion R(-) eines 1-korrelierten, schwach stationdren Prozesses existiert mit

Reyy(s) = R(Z) VseR,e>0  und

4. die Funktionen (°f).~¢ sind im quadratischen Mittel stetig, woraus die Stetigkeit
der Korrelationsfunktion R(-) folgt.

Die Korrelationsfunktion R(-) des 1-korrelierten Prozesses zu einer Familie (°f).~ von
e-korrelierten Prozessen wird kurz 1-korrelierte Korrelationsfunktion genannt.

Ist S(-) die Spektraldichte zu R(-), dann ist fiir e > 0 Se(r) = €S(eav) die Spektraldichte
zu Re(7) = R(Z), denn eine Eigenschaft der Fouriertransformation ist

1 i —ior 1 ! —iar T € i —laeT
Seper(a) = o / e 'Y Reper(T) dT = o | ¢ R <g> dr = o | ¢ R(t)dr
=eS(ea).

Wichtige Kenngrofen von Korrelationsfunktionen sind die sogenannten Korrelationsmo-
mente und deren Korrekturterme. Die Bezeichnungen fiir diese Grofen sollen fiir die
gesamte Arbeit einheitlich gelten und werden aus diesem Grund bereits jetzt eingefiihrt.
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Definition 3.3
Sei R(-) eine 1-korrelierte Korrelationsfunktion. Fiir j = 0,1,2, ... heilen die komplex-
wertigen Matrizen

o) 1
Kj = /ujR(u) du = /u]R(u) du ,
0 0

1 1
W= /u]R(u) du und v ::/|u|JR(u) du
—1 -1

die Korrelationsmomente der Ordnung j. po wird auch Intensitit genannt.

Es gelten die Zusammenhénge

pj =k + (1)K, vy =k + k5 und vy = p;

fiir j =0,1,2,...

In den spéter hergeleiteten Entwicklungen kommen neben den Korrelationsmomenten
weitere Kenngrofien e-korrelierter Funktionen vor, sogenannte Korrekturterme der Kor-
relationsmomente.

Definition 3.4
Zu einer 1-korrelierten Korrelationsfunktion R(-) heifen die Funktionen

e}

k;(a, B) ::/(u—ﬁ)jR(u)du, a€eR,, feR, 7=0,1,2,...

«

Korrekturterme der Korrelationsmomente.

Die Anwendung der binomischen Formel ermdglicht es, die Korrekturterme x;(a, ) fiir
B # 0 auf Korrekturterme x,;(a, 0) zuriickzufithren.

Von Bedeutung werden die Korrekturterme fiir die Werte 5 = 0, § = a und § = 2« sein.
Deshalb wird noch die folgende Bezeichnung eingefiihrt.

Definition 3.5
Zu einer 1-korrelierten Korrelationsfunktion R(-) heifen die fiir « € R, definierten Funk-
tionen

Kij(a) =kj(a,ia) = / (u— ia)j R(u)du, i=0,1,2

o

i-te Korrekturterme der Korrelationsmomente der Ordnung j.
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Bemerkung 3.6 Aufgrund der 1-Korreliertheit der Funktion R(-) haben die Korrek-
turterme die Darstellung

u—BYRu)du o€l
g = L PR@a ac

QO R—~

a € [1,00),

d. h. fir a > 1 gilt k;(e, B) = ki j(a) = O.

Ein Zusammenhang zwischen den Korrelationsmomenten und den Korrekturtermen ist
durch
Ry = /{j(o, O) = I‘{,Z‘J(O) (31)

gegeben. Aufterdem haben die Korrekturterme zu Korrelationsmomenten 0-ter Ordnung
die Eigenschaft

Koo(a) = Kkyo(a) = Keo(a). (3.2)

Fiir reellwertige e-korrelierte Prozesse vereinfachen sich die Eigenschaften der Korrelati-
onsmoimente zu
0 7 ungerade

v; =2k; und uj:{ .
v; j gerade

Bevor einige Beispiele fiir Korrelationsfunktionen von e-korrelierten Prozessen angegeben
werden, sollen Bedingungen formuliert werden, wann eine Funktion R(-) eine Korrela-
tionsfunktion eines schwach stationédren reellwertigen Prozesses ist.

Eine komplexwertige Funktion R(-) heifst positiv definit, wenn fiir n = 1,2,... und
beliebige reelle Zahlen 71, ..., 7, sowie beliebige komplexe Zahlen zq, ..., z, gilt:

Z R(TZ - Tj)zﬁj Z 0.

ij=1
Eine grundlegende Rolle in der Theorie der stationdren Prozesse spielt der Satz von

Chintschin [12, 40], der an dieser Stelle fiir eindimensionale komplexwertige stetige Funk-
tionen angegeben wird, die zuséatzlich als integrierbar vorausgesetzt sind.

Satz 3.7
Sei R(-) eine stetige, integrierbare Funktion (R(-) € C(C)NL(C)). Dann sind dquivalent

1. R(-) ist Korrelationsfunktion eines i.q.M. stetigen schwach stationdren Prozesses.
2. S(a) =5 [ e R(r)dr >0 VaeR.

3. R(-) ist positiv definit.
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Insbesondere ist durch diesen Satz auch die Existenz eines i.q.M. stetigen schwach statio-
naren Prozesses gesichert, der die vorgegebene Korrelationsfunktion besitzt. So ist z. B.
ein stationdrer Gaufsprozel durch eine Erwartungswertfunktion und eine Korrelations-
funktion eindeutig bestimmt.

Ein anderes Kriterium fiir reellwertige Funktionen bietet ein Satz von Polya (siehe [38]).
Demnach ist eine stetige, gerade, nichtnegative und auf R, konvexe Funktion R(-) mit
R(0) =1 und lim R(7) = 0 eine Korrelationsfunktion.

Beispiel 3.8 Die Funktion
R(r) = (1 —|7])4

ist 1-korreliert und nach dem Satz von Polya eine Korrelationsfunktion. Man berechnet
die Korrekturterme fiir o € [0, 1]

C(u= B (A ) 1 1
- jt1 N AU
~ (a=pyti(l-a)  (u—p)y*t
B j+1 (G+1)(+2)lu=a
(1 =pP = (a=B)" (a=pY"(1-a)

G+ +2) j+1 ’

die Korrelationsmomente
1

MGG +2)
und die Spektraldichte
1 —cos(a)

S(a) =

T2

Die Korrekturterme xg j(o) = k;j(c,0), k1,(a) = kj(a, @) und ke (@) = k(e 2a) sind
in Abbildung 3.1 dargestellt.

Beispiel 3.9 Eine Verallgemeinerung von Beispiel 3.8 stellt die Korrelationsfunktion
R(r)=(1—|)%, keN

dar. Die Korrekturterme berechnen sich rekursiv. Fiir £ = 1 sind diese aus Beispiel 3.8
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0.5 0.51
Ko, (@) K15(@) o5y h2i(@)
0.4
0.4
0.3 03]
0.2] o2
o ME§¥
0" 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 0406 —08 1
a a 0]

Abbildung 3.1: Korrekturterme der Korrelationsmomente kg (), £ () und kg (),
j =0,1,2,3 (Linien von diinn und dunkel nach dick und hell) fiir die Korrelationsfunktion

R(r) = (1= |7])+

bekannt, fiir £ = 2,3, ... ermittelt man fiir a € [0, 1]

1

Ko, ) = / (= BY (1L — )t du

u— BT 1 —w)k k , _
:( ?7+(1 ) i (u — B 1 — w)* ' du
(a =B (1 —a) kg
- i+l Tt 0).
Fir die Korrelationsmomente berechnet man
1
L+ + 1) klj!

K /u( u)"du = Beta(k + 1,7+ 1) TGTk+2) S
0

Beispiel 3.10 Die Korrelationsfunktion
R(r)=Q1—|7]")y, 0<p<1

hat die Korrelationsmomente

o 8
T+ +B8+1)]

Weitere Beispiele von Korrelationsfunktionen 1-korrelierter Prozesse findet man in [41].
Die angegebenen Beispiele sind Korrelationsfunktionen von Prozessen, die nicht i.q.M.
differenzierbar sind.
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3.2 Differenzierbare e-korrelierte Prozesse

Sowohl die Differenzierbarkeit im quadratischen Mittel als auch die e-Korreliertheit ei-
nes Prozesses stehen im Zusammenhang mit Eigenschaften der Korrelationsfunktion. So
gibt es notwendige und hinreichende Bedingungen an die Korrelationsfunktion fiir die
Differenzierbarkeit des Prozesses [28, 40].

Im Speziellen ist ein schwach stationdrer Prozef f(¢,w) mit 2n-mal stetig differenzierba-
rer Korrelationsfunktion n-mal im quadratischen Mittel differenzierbar, es gilt

Ry (1) = (=1 R (), ki =0,...n (3.3)

und insbesondere
Sy iy () = a%Sff(a) )

In [27] wurde der Nachweis erbracht, daf unendlich oft differenzierbare e-korrelierte Pro-
zesse existieren. Die angegebene beliebig oft differenzierbare Korrelationsfunktion (siehe
auch [26, 28, 45]) ist aber eher von theoretischer Bedeutung und fiir die Korrelations-
analyse unzweckmaéfig.

Als néchstes sollen Eigenschaften der Korrekturterme zu differenzierbaren 1-korrelierten
Korrelationsfunktionen angegeben werden. Mit

o0

/ﬁgn)(a,ﬁ) = /(u — B R™ (u) du

07

wird der Korrekturterm des j-ten Korrelationsmomentes der n-ten Ableitung der 1-
korrelierten, n-mal differenzierbaren Korrelationsfunktion bezeichnet. Aufgrund der Be-
ziechung (3.3) gilt fiir die Korrekturterme eines n-mal differenzierbaren 1-korrelierten
Prozesses f(t,w)

K g (s B) = (=16l (0, B), K 1=0,...n. (3.4)

Lemma 3.11
Sei R(-) eine m-mal differenzierbare, 1-korrelierte Korrelationsfunktion. Dann gilt fiir
j=0,1,...

min{n,j}-1 141 - i+1 ;1 p(n—j—1) :
)L | 1) IR <
Kﬁn)(a’ ﬁ) _ E : ( : ) l { (Oz—ﬁ)j_lR(n_l_l)(Oz) + ( ) j" (a) J<n .
=0 (‘7 o ) (_]-)n (jz.n)!’%j—n(aa ﬁ) ] Z n

Beweis.
Sei k := min{n, j}. Die k-fache partielle Integration ergibt fiir a € [0, 1]
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1 1
1

/ (u = BY R (u) du= (u=BYR"D(w),_, ~J / (= By~ R (u) du

= — (@ = BYR™ V() + j(a = BY 'R ()

1

G- 1) / (u— BY R (u) du

«

k—1 l+1]' - 1 . ]' - i
- Z (G —! = BY ROV (a) + (—1) G—h) /(u — BYFRR) () du .
1=0 !

Im Fall £ = j < n berechnet man
1 1

(0L [w= 9y R ) du = (-1t [ R ) du

« «

= (~)7RN D a),

(- >k(j ilmv / (u— BY*ROM (w) du = (— "G i!n)! / (u— B)Y " R(u) du
= (—1)” j' "i'fn<a7ﬁ>
(G —n)

Die Aussage von Lemma 3.11 léfst sich leicht auf die Korrekturterme x; j(c) (Definition
3.5) und die Korrelationsmomente x; {ibertragen. Der Fall eindimensionaler, reellwertiger
Prozesse wird im folgenden Korollar konkretisiert.

Korollar 3.12
Sei R(-) eine 1-korrelierte, n-mal differenzierbare reellwertige, eindimensionale Korrela-
tionsfunktion. Dann gilt

0 j <mn, n—j gerade
,ig.") = ¢ (=1)FIRM=D(0)  j < n, n— j ungerade -
n__J! ;
(-1) (jin)!/{j—n jzn

Das heifit insbesondere, daf alle geraden Korrelationsmomente der n-ten Ableitung eines
Prozesses bis zur Ordnung 2n — 2 verschwinden,

(=)™ .8™ =0, k=0,...,n—1.
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Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, weitere Eigenschaften und Beispiele von dif-
ferenzierbaren e-korrelierten Prozessen zu erarbeiten. Ist °f(t,w) ein differenzierbarer
e-korrelierter Prozef mit Re(7) = R(Z), dann ist *f(t,w) e-korreliert im Sinne der De-
finition 3.1. Die Voraussetzung 3. der Annahme 3.2, daft die Korrelationsfunktion fiir alle
€ > 0 durch eine 1-korrelierte Korrelationsfunktion erzeugt wird, ist jedoch nicht erfiillt,
da gilt

d? 1, /7
Rigl7) = = gralten() = 58 (7).

Aus dieser Tatsache folgt, dafs verschiedene Ableitungen eines Prozesses nicht gleichzeitig
e-korreliert im Sinne der geforderten Voraussetzungen sein kénnen.

Es ist zunéchst keinesfalls offensichtlich, wie eine Korrelationsfunktion eines differenzier-
baren, 1-korrelierten Prozesses gewahlt werden kann. Die Idee, z. B. fiir die Ableitung
eines Prozesses die Korrelationsfunktion R(7) = (1 — |7|)+ anzusetzen, steht im Wi-
derspruch zu Korollar 3.12. Denn fiir die Korrelationsfunktion der Ableitung eines 1-
korrelierten Prozesses verschwindet das Korrelationsmoment 0-ter Ordnung, was bei der
Korrelationsfunktion R(7) = (1 — |7])+ jedoch nicht der Fall ist (Beispiel 3.8). Dabei ist
die 1-Korreliertheit des Prozesses nicht die entscheidende Einschrankung. Es gibt keinen
differenzierbaren, schwach stationéren Prozefs, dessen Ableitung die Korrelationsfunktion
R(7t) = (1 — |7])4 hat.

Wiére namlich die Korrelationsfunktion eines solchen Prozesses absolut integrierbar, so
hétte sie offenbar die Spektraldichte

1 —cos(a)
S(e) = Tt
mit
/ R(7)dr = limOS(a) =00,

was aber im Widerspruch zur Integrierbarkeit steht. Man kann auch zeigen, dafs es keine
nicht integrierbare Korrelationsfunktion mit den geforderten Eigenschaften gibt, wobei
fiir die Anwendungen hier (Spektral- und Korrelationsanalyse) diese ausgearteten Félle
nicht von Bedeutung sind.

In [24] wurde folgende Methode vorgeschlagen, um Korrelationsfunktionen differenzier-
barer 1-korrelierter Prozesse zu konstruieren.

Mittelungsmethode

Sei f(t,w) ein 1-korrelierter Prozef mit Korrelationsfunktion Ry (-). Dann ist

t+1 1

stw) = [ fewrds= [ f+s.0)ds
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ein 2-korrelierter, differenzierbarer, schwach stationarer Prozefs mit Korrelationsfunktion

1 1
E{g(tl)g(tg)} = //Rff(tg — tl + S9 — 81) d$1d82 = Rgg(tg — tl) .
0 0

Durch eine Stauchung des Zeitintervalls und Division durch den Wert R ,(0) erhélt man
die Korrelationsfunktion des 1-korrelierten Prozesses mit Varianz 1.

Vorteil dieser Vorgehensweise ist, daft die konstruierte Funktion Rg,(-) per Definition
eine Korrelationsfunktion ist, die Differenzierbarkeit lafst sich leicht nachweisen.

Der Zusammenhang zwischen dem Prozef ¢(¢,w) und dem zur Konstruktion verwendeten
Prozef f(t,w) ist gegeben durch

g(taw) = f(t+ law) - f(taw)a
g(t,w) hat die Korrelationsfunktion

Ryg(1) = 2Rysp(7) — Rpp(7+ 1) — Rpp(7 — 1)

Beispiel 3.13 Geht man von der Korrelationsfunktion R(7) = (1 — |7|), aus Beispiel
3.8 aus, ergibt sich die Korrelationsfunktion eines differenzierbaren Prozesses ¢(t,w)

Ry (r) = 1—6|7]> + 6|7 |7] < %
" 2(1 —|7])? T<Irl<1

mit der Spektraldichte

24(1 — cos(%))? .

Tt

S(a) =

Aufgrund der stiickweisen Definition der Korrelationsfunktion sind auch die Korrektur-
terme der Korrelationsmomente von einer entsprechenden Gestalt. Fiir a > % ermittelt
man die Funktionen aus Beispiel 3.9 fiir k = 3, da die Korrelationsfunktionen fiir |7] > 3
bis auf den Faktor 2 {ibereinstimmen, d. h.

(u—pB)Y(1—6u?+6u’)du 0< <3 .

DN
=N
o
G
=
_I_
Q —

2r3(a, B) i<a<l

Prinzipiell sind die Korrekturterme zu stiickweise polynomialen Korrelationsfunktionen
ebenfalls stiickweise Polynomfunktionen und lassen sich analytisch bestimmen. Aus die-
sem Grund wird in den folgenden Beispielen auf die Angabe der Korrekturterme verzich-
tet, es werden lediglich die Korrelationsmomente angegeben. Fiir die Funktion R,,(7)
sind das die Korrelationsmomente

3= G))
T (44
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Die Ableitung ¢(¢,w) hat die Korrelationsfunktion

R(1) = 12(1=3|7]) |7 < %
% —12(1—|7|) L<|r/<1

Die Korrelationsmomente der Ableitung des Prozesses berechnen sich nach Korollar 3.12
unter Berticksichtigung der Beziehung (3.4),
@ _ 120 (5)
J

K e

P 1201 - ()
R

Beispiel 3.14 Wendet man diese Methode erneut an, d. h. integriert man in der oben
beschriebenen Weise {iber die Korrelationsfunktion R, (7) aus Beispiel 3.13, so erhélt
man eine Korrelationsfunktion eines zweimal stetig differenzierbaren Prozesses

(1280 |7]5 + 1280 | 7|* — 320 |7|2 + 46 7 < 1
R(r) = 1) =256 [7]° 4 640 [7]* — 480 |7|* 4- 20 |7| + 45 < <3
46| 768 | r|> — 2560 |7|* + 3200 |7|* — 1760 |7[2 + 340 |r| + 13 L < |7| <2
(256 (1 —|71)° 1<Irl<1

mit der Spektraldichte

122880 sin®(%) (1 — cos(§))?
23 mab

S(a)
und den Korrelationsmomenten

_ 1551(1024 4 27% 4 2677 — 729(3)7)
B 23(j +6)!

K

Die mit der Mittelungsmethode aus der Korrelationsfunktion R(7) = (1 —|7|)+ konstru-
ierten Funktionen sind stiickweise definierte Funktionen, wobei sich die Anzahl der zu
untersuchenden Teilintervalle von [—1, 1] mit jeder Anwendung verdoppelt.

3.3 B-Spline-Korrelationsfunktion

Eine weitere Mdoglichkeit, Korrelationsfunktionen von differenzierbaren, 1-korrelierten
Prozessen zu konstruieren, bietet die Theorie der B-Spline [5, 6, 19, 25]. An dieser Stelle
soll auf eine allgemeine Definition von B-Spline mittels Dividierter Differenzen verzichtet
werden. Fiir den hier betrachteten Fall dquidistanter Knoten geniigt die definierende
Eigenschaft der rekursiven Darstellung von B-Spline zu einer streng wachsenden Folge
von Knoten.
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Definition 3.15

Die (sogenannten normierten) i-ten B-Spline der Ordnung m > 1 zur Folge von Zahlen
t; < --- < tliym sind stiickweise definierte Funktionen aus Polynomen des Grades m — 1,
die folgender Rekursion geniigen:

m=1: Bll(t) == 1[t¢,ti+1)(t)
t—1;

ti m t _
— " B™ 1) + _mm __— pm L(t).
Livm—1 — t;

m=>2: B'(t) = i tiom — tips H1
m 2

Die Zahlen t; < --- < t;y,, werden auch Knoten genannt.

Der Fall der Knoten 0,1,...,m spielt eine besondere Rolle. Dann definiert man den
B-Spline B™(-) durch die Rekursion

B(t) = 1j0,)(t)
_tB™N(t) + (m— ) B™ Nt — 1) (3.5)

m>2: B™(t) = . .
m_

Zunéchst werden einige Eigenschaften von B-Spline diskutiert, die zur Definition soge-
nannter B-Spline-Korrelationsfunktionen nétig sind. Die Ausfiihrungen sind im Wesent-
lichen an [25] angelehnt.

Lemma 3.16
Fiir die B-Spline zu den Knoten 0,1, ..., m gilt die explizite Darstellung

570) = ooy -0 (7 ) e - (36)

=0
Dabei wird
(t—s) = 0 t<s
1 t>s
gesetzt.
Beweis.

Der Beweis erfolgt per Induktion nach m. Der Induktionsanfang (m = 1) folgt aus

S ()= 0% = (02 = (0= 2 = B = 5.
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Angenommen, die explizite Darstellung (3.6) gilt fiir B™~!(-). Dann ergibt sich aus der
Rekursion (3.5) die Beziehung

(m —1)!B™(t)
=t (-1) mi_l (t—Z)T2+(m—t>2(—1)"(m;1)(t—¢—1)$2

=0 =1
=S (T ane - = e (e
i=0 i=0
wenn man (mnzl) = (m:ll) = 0 vereinbart und ’L(T) = m(’?:ll) beriicksichtigt. O

Den Zusammenhang zwischen den Grofen B™(t) und den in Definition 3.15 beschriebe-
nen B-Spline zu beliebigen aber dquidistanten Knoten stellt folgendes Lemma her.

Lemma 3.17
Seien t;, ..., t; ,m dquidistante Knoten mit Abstand t;. 1 — t; = h, dann gilt fiir die B-

Spline zu diesen Knoten
t—1;
B"(t) = B™ ).
ro - ()

Beweis.
Fir m = 1 berechnet man

B;(t) = Lt () = L) < h ) -5 ( h )

und per Induktion folgt die Behauptung

t—1; m— tivm —C
B0 = g B O e )
_(t=t)B™ () + (tiem —O)B™ ()
- (m—1)h
_ t—_htiBmfl (t;fi) + (m_%) Bm-1 (%—1) _pm t—1;
m—1 h '
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Fiir die weiteren Betrachtungen werden die Funktionen
M™(t) .= B™ (t n %)

definiert, die den Tréger [—7F, %] haben. Die B-Spline M™(-) konnen durch Faltung
erzeugt werden.

Lemma 3.18
Firl1 <i<m—1 gilt

M™(t) = M'x M™'(t) = / Mt —s)M™ "(s)ds.

Beweis.
Unter Verwendung der expliziten Darstellung (3.6) erfolgt der Beweis mittels der Be-

rechnung

M % M™Ht) = /OOBl (t—s+%) B! <s+mT_1) ds
%(mi—l) / (3+mT_1—i)j2 ds

S T - )
A e T () G-

(") -

Lemma 3.19
Die Fouriertransformierte der Funktion M™(-) hat die Darstellung

sin<%>)m |

o
2

Oy () = 7 e MM (t) dt = (

—00



34 3 e-KORRELIERTE PROZESSE UND KORRELATIONSMOMENTE

Beweis.
Fiir m = 1 ermittelt man die Fouriertransformierte durch direktes Losen des Integrals

1

[ o . 5o 2in(s
Oy (a) = / elatMl(t)dt:/emdt: e ¥ _2sin(3)
— 1 e}

N|—

Die Fouriertransformierte der Faltung zweier Funktionen ergibt das Produkt der Fou-
riertransformierten der einzelnen Funktionen

D, (a) = () P,,—i() .

Aus M™ = M % ... x M folgt die Behauptung ®,,(a) = (®1(a))™. O

Die B-Spline Bj'(:) der Ordnung m zu den adquidistanten Knoten t; = —1 +ih, i =
0,...,m mit Abstand h = % werden mit

R7() = B ()

bezeichnet. Da diese Splinefunktionen im weiteren fiir gerade m als Korrelationsfunktio-
nen dienen sollen, werden ihre Eigenschaften in folgendem Satz zusammengefalst.

Satz 3.20
Die B-Spline R™(-) haben folgende Eigenschaften.

1. Es gilt
t
R™(t) = B™ (%(t + 1)) — M™ (%) . (3.7)
2. Die Funktionen R™(-) geniigen der Rekursion

RY(t) = 111(1),
m>2: R"(t) = ﬁ {(1 + )R (TnHll) +(1—t)R™! (mt - 1)} .

m—1

3. Es gilt fiirm = 1,2, ... die explizite Darstellung

R™(t) = ﬁ zm:(—w' (T) (%(t +1) - z)

m—1

+

4. Die Funktionen R™(-) sind fiir m > 2 gerade, d. h. es gilt

R™(t) = R™(—1).
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5. Die Funktionen R?*(.) haben fiir k = 1,2, ... die Spektraldichte

o.] @ k
/ e—ioctRZk(t) dt = k2k_12k_1 (]' — cos (E))

—00

1
o7

SH(a)

T o2k

6. Fiir m > 2 ist die Funktion R™(-) (m — 2)-mal stetig differenzierbar,
R™() € CMA(R).
die (m — 2)-te Ableitung ist eine stiickweise lineare Funktion.

7. Fiirm > 2 gilt R™(t) > 0 fiir t € (—1,1) und R™(t) = 0 sonst.

Beweis.

1. Die Darstellung von B-Spline zu dquidistanten Knoten durch Skalierung und Trans-
lation der B-Spline B™(-) ist die Aussage von Lemma 3.17.

2. Die Rekursion fiir die Funktionen R™(-) folgt aus der Beziehung (3.7) unter Ver-
wendung der Rekursion (3.5) fiir die Funktionen B™(-),

R™(t) = B™ (%(H 1))
_ (Z(t+1)B™ (2(t+1) + (m— (Z(t+1))B™ ((Z(t+1) —1)
m—1

=T (1+t)B™ ! <m2_ ! <T:1t_+11 + 1))
+(1—t)B™! (m; ! (T;Lt__ll + 1))

:% {(1 + )R (”T;tjll) +(1—t)r™! (7:;__11” '

3. Die explizite Darstellung ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.16.

4. Der Beweis dieser Behauptung erfolgt per Induktion. Fiir m = 2 ermittelt man
BA(t) = (£ + 1) —2(8), + (t— 1)5 = (1= [t]), .

Nimmt man an, die Funktion R™! sei gerade, so folgt aus der Rekursionsformel

R"(~t) = L) {(1 —t)R™! (ﬂﬁl) 4 (14+ 1R (L—l)}

2(m—1 me "
[0 () o (25

= R"™(t).
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5. Mit der Anwendung der Eigenschaften der Fouriertransformation und der Bezie-

hung sin*(%) = 3(1 — cos(c)) ermittelt man die Spektraldichte

§H(0) = 5 (2) = o <Sin (%)>2k R (1 cos (7))

2k k) " ork @ T a2k -

2k

6. Dak die Funktion R™(-) fiir m > 2 zu C™ %(R) gehort, erkennt man an der ex-
pliziten Darstellung in 3., da die Funktion g(t) = (¢t —4)7""" (m — 2)-mal stetig
differenzierbar ist. Die (m — 2)-te Ableitung g™~ (t) = (m — 1)! (¢t — 1), ist eine

stickweise lineare Funktion.

7. Diese Behauptung wird mittels der Rekursionsformel aus 2. verifiziert. Der Induk-
tionsanfang fiir m = 2 ist aus der Darstellung von R?*(t) = (1 — |t|); klar. Die
Behauptung gelte nun fiir m — 1. In der Rekursionsformel kommen die Funktionen

R™1 (%t—j—ll) und R™1 (77771;——_11) vor. Aufgrund der Annahme fiir m — 1 gelten

Rm™! (%t—fll) > 0 fir ¢t € (—1, mT_Q) und R™! (’Zf—jll) = (0 sonst,

sowie

R (L) > 0 fiir ¢ € (—22,1) und R™7' (2=1) = 0 sonst.

m—1 m—1

Die Intervalle (—1, 2=2) und (—2=2,1) iiberschneiden sich fiir m > 3. Somit wird
aus der Rekursionsformel ersichtlich, dafs R™(t) > 0 genau dann gilt, wenn t €
(—1,1) ist.

O

Basierend auf den Eigenschaften 5. bis 7. aus Satz 3.20 und der Anwendung des Satzes
3.7 wird das Resultat der vorangegangenen Uberlegungen formuliert.

Korollar 3.21
Fiir k > 1 sind die B-Spline R**(-) 1-korrelierte Korrelationsfunktionen eines (k —1)-mal
i.q.M. stetig differenzierbaren schwach stationdren Prozesses.

Die Funktion R?*(-) erhilt die Bezeichnung B-Spline-Korrelationsfunktion der Ordnung
k. Teilt man die Funktion R (-) durch den Wert R?*(0), entsteht die normierte B-Spline-
Korrelationsfunktion

R*(r) = RQ;(O)R%(T),

d. h. der zugrunde liegende Prozefs hat eine Varianz von 1. In der Abbildung 3.2 sind die

normierten B-Spline-Korrelationsfunktionen F%(-) der Ordnungen k£ = 1,2,...,8 und
deren Spektraldichten 5™ () := S?*(a)/R?*(0) zu schen.
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Abbildung 3.2: normierte B-Spline-Korrelationsfunktionen E%(T) der Ordnung k& =
1,2,...,8 (Linien von dunkel nach hell) und dazugehérige Spektraldichten §2k(a)

Die Korrelationsfunktion R(7) = (1—|7|)+ aus Beispiel 3.8 ist die B-Spline-Korrelations-
funktion der Ordnung 1. Die durch Mittelung konstruierte Korrelationsfunktion des ein-
mal differenzierbaren Prozesses aus Beispiel 3.13 stimmt mit der normierten B-Spline-

Korrelationsfunktion §4(-) der Ordnung 2 iiberein. Fiir die normierte B-Spline-Korre-
lationsfunktion der Ordnung 3 ermittelt man die folgende stiickweise Darstellung.

Beispiel 3.22 Die normierte B-Spline-Korrelationsfunktion der Ordnung 3

B(r) = DR(r)

, —810|7]> + 810 |7|* — 180 |7|> + 22 7] <4
= 53 1405 |7]> = 1215 |7[* + 1350 |7> = 630 |7[> + 75 |7[ + 17 3 < || <}
81 (1 —|7])° 2<rl <1

hat die Spektraldichte

6, . 19440 (1 —cos($))?

117 ab

S (a)

und die Korrelationsmomente

- 201(243 - 128 (2)” +5 (1))
B 11(j + 6)!

Ky

Die Korrelationsfunktion und die Spektraldichte sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Au-
Kerdem sind die Korrelationsfunktionen und Spektraldichten der ersten und zweiten Ab-
leitung eines Prozesses mit dieser Korrelationsfunktion abgebildet.
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Rys(r) =R'(r) R(7) Ryj(7)

15

0.81 8001
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Abbildung 3.3: Korrelationsfunktionen von f®)(¢,w), k = 0,1,2, mit Rs;(r) = R’

und dazugehorige Spektraldichten

(7)

Der Vergleich der Korrelationsfunktionen der zweimal differenzierbaren Prozesse (Bei-
spiele 3.14 und 3.22) zeigt, dak sich die konstruierten Korrelationsfunktionen beider
Methoden fiir hohere Differenzierbarkeit unterscheiden. Die Vorteile der B-Spline-Korre-
lationsfunktionen liegen darin, daf erstens explizite Formeln fiir die Korrelationsfunktion
sowie die Spektraldichte vorliegen und sich zweitens die Anzahl der Teilintervalle des De-
finitionsgebietes bei der stiickweisen Definition mit steigender Ordnung nur um jeweils
zwei erhoht. Letzteres macht sich besonders bei der Bestimmung von Korrelationsmo-
menten und Korrekturtermen bemerkbar.



Kapitel 4

Korrelationsfunktion bei glatter
Kernfunktion

Ziel dieses Kapitels ist die Berechnung beziehungsweise die Approximation von zweiten
Momenten des Integralfunktionals

z(t,w) = / Q(t —s)f(s,w)ds (4.1)

und dessen Ableitung mittels asymptotischer Entwicklung fiir € — 0. Dabei ist die Kern-
funktion Q(-) eine deterministische, komplexwertige (mxn)-Matrixfunktion einer reellen
Variablen und (°f).~¢ eine Familie von n-dimensionalen e-korrelierten Zufallsprozessen,
die Annahme 3.2 erfiillt. Neben diesem allgemeinen Fall (komplexwertige Vektoren) wird
zur Veranschaulichung noch der Spezialfall eindimensionaler, reellwertiger Kernfunktio-
nen und Zufallsprozesse betrachtet, da sich hier in der Darstellung einige Vereinfachungen
ergeben.

Bemerkung 4.1 Die in der Einleitung motivierten Anwendungen fiihren im Allge-
meinen zu reellwertigen Differentialgleichungssystemen. Effektive Berechnungsmethoden
und Reduktionsverfahren (vgl. [13, 34, 43, 46|) erfolgen jedoch an komplexwertigen Er-
satzsystemen. Aus diesem Grund wird von Anfang an vom komplexwertigen Fall ausge-
gangen.

Die asymptotische Entwicklung der Korrelationsfunktion beruht auf der Taylorentwick-
lung der Kernfunktion Q(-). Als Voraussetzung an eine Kernfunktion @(-) mit Definiti-
onsgebiet R, soll gefordert werden, daf fiir ein N € Ny die folgenden Bedingungen auf
R, erfiillt sind.

Annahme 4.2
e Q(-) ist fiir N > 1 N-mal stetig differenzierbar,
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o QW) (.) ist absolutstetig,
° Q(k)() ELlﬂLQ, l{}:(),,N—'—l

Die Ableitung QW1 (.) der absolutstetigen Funktion Q) (-) existiert fast iiberall (siche
zum Beispiel [15] oder [42]). Wihrend die Funktionen Q%) (-) fiir k = 0, ..., N auf Grund
obiger Annahme beschrinkt sind, wird diese Eigenschaft fiir Q*V(.) zunichst nicht
gefordert.

Die Annahme 4.2 ist hinreichend fiir eine Entwicklung der Kernfunktion bis zur Ord-
nung N

Qto+1) = Z Q (to) + 09 " (to,t) ,  t,to € Ry

mit dem Restglied in Integralform

to+t

1
QgHGmOZZNT/}yNHWW@o+t—UWﬂU-

Definition 4.3
Die Menge aller auf R, definierten Funktionen Q)(-), die Annahme 4.2 erfiillen, sei mit
&% bezeichnet:

N.=1Q(): Q() erfiillt Annahme 4.2} .

Dabei wird im Zusammenhang der Verwendung klar, ob die Werte von Q(-) in R, R™*",
C oder C™*™ liegen.

Q(-) € & wird sich als geeignete Bedingung fiir eine ,zulissige Kernfunktion bei der
asymptotischen Entwicklung der Korrelationsfunktion des Integralfunktionals (4.1) bis
zur Ordnung N erweisen. Die Forderung Q(-) € &V *! wird die Voraussetzung fiir eine
Entwicklung der Korrelationsfunktion der Ableitung

it w) /Q $)5F (5, w) ds + Q(0) (£, w) (4.2)

bis zur Ordnung N sein.

Ist Q(0) = O, dann ist die Ableitung (¢, w) ein Integralfunktional vom Typ (4.1) und die
gesuchte Korrelationsfunktion ist auf analogem Wege zu bestimmen. Ziel dieses Kapitels
ist unter anderem, die Korrelationsfunktion von (4.2) zu bestimmen, wenn ((0) nicht
verschwindet.

4.1 Entwicklungssatz fiir die Korrelationsfunktion

Zunachst sollen die gemischten zweiten Momente von Integralfunktionalen mit mdogli-
cherweise verschiedenen Kernfunktionen untersucht werden. Die Herleitung basiert auf
[31] und [41].
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Betrachtet man die Prozesse
¢
Tp(t,w) = / Qr(t —s)f(s,w)ds, k=1,2 (4.3)

ergibt sich die Erwartungswertfunktion E {x(¢)} = O und die (Kreuz-)Korrelations-
funktion

E {s(0)zj(t +7)} = E //@kt—ueﬂ>€f<>@l<t+r—v>dvdu
://Qk(t—u)Rsfsf(v—u)Q}k(t—i-T—v)dvdu

(4.4)
_ / / Qu(w) Ry (u + 7 — ) (v) dudu

0

/Qk (“*Z )Qj(v)dvdu
0

(7).

I
H;U 0\8 o

Mittels der Variablentransformation v’ = u, v’ = % mit der Umkehrabbildung v =
T+ u — ev’ und dem Betrag der Funktionaldeterminante

1 0

1 —e

’ Au,v) | _
o, ')

berechnet man

T
£

Ry (7) =¢ Qr(W)R(W)Q; (v + 7 — ev’) du'dv’
/]
+ 5/ / Qr(u)R(W)Q; (v + 7 — ev’) du'dv’

|

(4.5)

o9

50// (v)Q; (u+ 7 — ev) dvdu

—00
oo o0

+e / / Qr(u — 7+ ev)R(v)Q; (u) dvdu .

0 =
1>
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Im weiteren wird 7 > 0 angenommen, der Fall 7 < 0 folgt aus der Beziehung
R0} = E{nt)rp(t — 1)}

Ry (1) = E{a (D)) (t+ 7)) = E{n(t + 1),

=R (—7).
1T
Die Taylorentwicklung der Funktionen Q;(u + 7 — ev) und Qx(u — 7 + cv) an der Stelle

u + 7 ergibt
Ny
Ql(u+7—5v):ZﬁQ§])(u+7‘ (—ev) + Nt (1, u, ev)
j=0 "
und
N
Qr(u— 7+ ev) :Z—' U+T( 27 + ev) + op T (7, u, ev)
mit den Restgliedern
u+T—€vV
1
o (T, u,ev) = N QI(N+1)(S)(T +u—ev—s)Nds
. u+T1
1 T—EV
= l(N+1)(u +5)(1 —ev —s)V ds
und
1 U—T+€EV
on (T, u,ev) = i Q](CNJFI)(S)(U —74ev—s)Nds
. u+T1

1 EV—T

= 2N+1)(u+s)(5v—7'—s)Nds.

Setzt man diese Entwicklungen ein, folgt die Darstellung

[o¢]
N EjJrl
xkxl E ' /Qk
0

Jj=0

T

/R )(—v)jval(j)*(quT)du

—00
N+1(

o+l i 2\’
/ (u+7 /(v—?) R(v)dv @ (u) du + 05,5, (T
0 0

r
€

mit dem Restglied

o
oyt (r,e —5//Qk v) ol T (1, u, ev) dudu
0 —o0

+€//@gH(T,u,sv)R(v)Q?(u) dvdu .
0 =

£)
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Die Entwicklung der Korrelationsfunktion wird mit dem Einsetzen der Korrelationsmo-
mente und deren Korrekturterme iibersichtlicher gestaltet, insbesondere folgt aus der
Beziehung

j R(v) (vl dv = 7<_U)j R(o) do — 7<_U)j o

_ /UjR*(U) dv + (—1)”1/ij(?}) dv = pij + (=1) "k, G)

die Formulierung
N il T _ o
Ren() = 35 [ Qutw [i+ 170y (2)] (e 7)
j=0 0
e i ) T N+1
> / QP (u+ 7)oy (£) Qi) du+ N3 (r. ).
T

Fir 7 = 0 gilt aufgrund der Eigenschaften der Korrelationsmomente und ko ; (0) =
ko, (0) = k; (siehe (3.1)) die Vereinfachung

i + (=1)7* kg (0) = K; + (=1 ks + (=1) "k, = K (4.6)

Bevor die bisherigen Ergebnisse in einem Satz zusammengefaftt werden, soll eine Notation

fiir Ausdriicke der Art

/ Qr(u)pj l(j)*(u +7)du
0

eingefiithrt werden. Dabei handelt es sich um ein Integral iiber ein Produkt von drei ma-
trixwertigen Funktionen, wobei die mittlere Funktion nicht von der Integrationsvariable
abhéngt, aber aufgrund der Nichtkommutativitdt der Matrixmultiplikation im Integral
verbleiben muf. Mit (-, -) wird eine Abbildung

(dh(r), B) = / Qu(u)BQY (u + 7) du

definiert, wenn B eine Matrix (passender Dimension) ist, die nicht von u abhéngt. Dabei
sei die Funktion g],(7) selbst durch

a(r) = (), 1) = / Qu(w) QP (u + 7) du
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bestimmt. Es gelten die Rechenregeln

<qil(7).’ Bt BQ> - <qgl(7) ’ Bl> + <qil(7_) ) BZ>
((ahi(r). B))" ={dl;(r), B) .

Die eingefiihrte Schreibweise ermoglicht eine einheitliche Verwendung der Bezeichnung
der Funktionen ¢}, (7) und wird sich spéter als praktikabel erweisen. Fiir Zahlen B zerfallt
die Abbildung in das Produkt

<q£l(7) ) B> = qil(T)B-

Satz 4.4
Seien Q1(-), Q2(-) € . Dann gelten fiir die Korrelationsfunktionen R, (1) fiir 7 > 0
die gleichméafbigen asymptotischen Entwicklungen

N o+l

Rz (1) = Z

T [<qil(7) ) N;> + 1[075)(7_)6;%1(7_7 5)] + Qi\i—;}(ﬂ 5)
=0

mit

T T

ulr.e) =17 (glr) s ko (£)) + (@) w2 (£)) (4.7)

und dem Restglied

o[

o

ot (T, e) = %/ / / Qr(w)RW)QN TV (u 4 5)(r — ev — 5)N dsdvdu
0

—00 T

o 0 EV—T

€ N+1) * N
+ — Qé (u+ s)R(v)Q; (u)(ev — 7 — s)" dsdvdu
]

— O(€N+2) ’

wobei 7 = 0,...,N und k,l = 1,2 sind. Die Werte ftiir 7 < 0 ermittelt man aus der
Beziehung

Ry, (0) = Z ﬂ [(al,(0), &3 + (gl (0), k)] + o2 tL(0,¢) .
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Bemerkung 4.5 Die Schreibweise c},(1,e) = 1y (7)c},(7,€) soll verdeutlichen, daf
die Funktionen ¢},(7,¢), die im weiteren Korrekturterme der Entwicklungskoeffizienten
genannt werden, fiir |7| > ¢ keinen Beitrag zur Entwicklung liefern. Die Ursache liegt
in den Eigenschaften der vorkommenden Korrekturterme der Korrelationsmomente be-
griindet. Fiir diese gilt ebenfalls x;; (Z) = 1jo.)(7)ki; (Z) (vergleiche Bemerkung 3.6).
Die Funktionen <qil(7') , i) und <qil(0) , %) erhalten die Bezeichnung Entwicklungsko-
effizienten.

Beweis.
Es ist zu zeigen, dak die im Satz angegebene Darstellung der Korrelationsfunktion eine
beziiglich 7 gleichméRige asymptotische Entwicklung zu den Potenzen €,¢2,...,eV*! im

Sinne der Definition 2.2 ist, das heifst daf
<q£l(7) , ,u;‘> + Cil(T, e)=0(1), 7=0,...,N und gi\;zll(ﬂe) = O(eV1?)
gleichméfig beziiglich 7 gilt.

Bei Grenzwertbetrachtungen lakt sich der komplexe, matrixwertige Fall auf den reel-
len, eindimensionalen Fall reduzieren, indem man die Matrizenprodukte ausmultipli-
ziert sowie den Realteil und den Imaginarteil elementweise untersucht. Die Funktionen
Q1(+), Q2(-) und R(-) werden also der Einfachheit halber reellwertig angenommen, wobei
R(-) ein Element einer matrixwertigen Korrelationsfunktion darstellt.

Wegen Q1(-), Q2(-) € &" ist die gestellte Forderung an die Entwicklungskoeffizienten
und deren Korrekturterme erfiillt, da die Funktionen R(-) und ¢j,(7) fiir 7 € Ry durch
entsprechende Konstanten

gy (r)] = /Qk<u> Dlu+7)du| < Cayy j=0,...,N+1

beschréankt sind. Es verbleibt der Nachweis fiir die beiden Summanden des Restgliedes.
Zum einen zeigt man

N! / / / Qu(w)R@)Q ™ (u + )(r — ev — 5)" dsdvdu

0 —c0 T

_N'/ /|R |}7‘—€U—3N}/Q (N+1 (u+ s)du|ds|dv

<CklN+1N,/\R /\T—av—s| ds| dv

<C e R()|[v]¥*" d
< kl,NJrlm | v)||v] v,
-1
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wenn
T—Ev 0 ‘5U‘N+1
N N
—cv—s|" ds| = ds| = ———
/|7‘ v—s|" ds /|s| s N1
T —E&v

verwendet wird. Zum anderen ist

o 0 EV—T

< / / / QM (u+ $)R)Qi(w) (v — 7 — )" dsdvdu

T

o9

x| EV—T

_N'/ /|R )| [(ev — 7 — )V /Ql NH '(u+ s) dul| ds| dv

<ClkN+1N,/|R /|z—:v—7‘—s| ds| dv

€N+2

< Clk,NJrlm

/ |R(v) v dv

0

unter Beriicksichtigung der Beziehung

0

- N N ‘81) _ QT‘NJrl (8U)N+1
ev—T1—s|" ds| = s/t ds| = < ,
/ | | / N (N+1) — (N+1)

ev—21

da im vorliegenden Fall 0 < 7 < ev die Ungleichung |ev — 27| < ev gilt. 0

Die Vorgehensweise im Beweis, die Matrizen auszumultiplizieren, bietet sich fiir die An-
gabe einer konkreten Abschétzung fiir das Restglied gi\i *:;1 (7, ) nicht an. Stattdessen soll
von nun an | - | fir Matrizen eine Matrixnorm bezeichnen, fiir die gilt |AB| < |A||B| und
die mit einer Vektornorm | - | vertréglich (oder auch konsistent) ist, d. h. |Az| < |A]|z|.

Beipiele sind induzierte Matrixnormen, auch Operatornorm genannt (siche [23, 44]).

Die Korrelationsfunktion des 1-korrelierten Prozesses sei durch die Konstante Cpr be-
schrénkt

|R(T)| S CR]_[,LH(T) .

Weiterhin gibt es aufgrund der Annahme 4.2 fiir Kernfunktionen Q(-) € & Konstanten,
so dafs A
QY1) < Cow, 5=0,...,N, te0,00)

gilt. Fiir die Abschiitzung des Restgliedes wird zusitzlich gefordert, daf QW*Y(.) fast
iiberall beschrankt ist, d. h.

QWD (1) < Cow+ fiir fast alle ¢ € [0,00) . (4.8)
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Ein dhnliches Vorgehen wie im Beweis

o221 (r.2) sﬁi//‘/W@k R (u+ 5)] 17 = 20— o™ ds| dud

0 —o0 T

o0 OO | EV—T

g//‘/WQNH)u+$MR@N@KWHW—T—SWdSMﬂu

£
CQZ(NJA)*W / |R(v)] / T —ev—s|" ds dv/|Qk(u)|du
0
+C (N+1)N'/|R / lev — 7 —s|Y ds dv/|Q7(u)|du
0

gl +? N+1
SCQ§N+1)*CRW/|U‘ dU/|Qk |du
5N+2 ;
_'_CQ;(CNH)CRW/UNJAOZU/‘QT(U)‘du
0 0

fithrt zur Abschéatzung

€N+2

N+1
AN =iy

|0 (T

QC’QL(NH)*/|Qk(u)|du+CQ;€N+1)/|Qf(u)|du . (49)
0 0

Die asymptotische Entwicklung in Satz 4.4 gilt gleichmékig beziiglich 7 fiir ¢ — 0, d. h.
die Forderungen (2.10) und (2.11) sind unabhéngig von 7 erfiillt. Betrachtet man die
Entwicklung jedoch punktweise, d. h. fiir feste 7 und € — 0, so kann man fiir 7 # 0
annehmen, daf |7| > ¢ gilt und die Korrekturterme 1y .)(7)cl, (7,€) beziehungswei-
se 1[075)(—7)0{; (—7,¢) verschwinden. Die Korrekturterme sind dann von beliebig hoher
Ordnung O(&?) und werden zum Restglied hinzugefiigt.

Korollar 4.6
Seien Q1 (+), Q2(+) € &Y. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.4 gilt fiir festes 7 und ¢ — 0
die punktweise asymptotische Entwicklung

N il <C]éz(7') ) M;F> ‘ 7>0
(@a(0), m5) + (g (0), ) T=0 + O(eN?).
(@ (=7), ;) <0

Ryt () = ) ——
|
=0 I
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Die punktweise Entwicklung nach Korollar 4.6 ist eine Entwicklung in eine Potenzreihe
von €. Der Vorteil gegeniiber der gleichméafigen Entwicklung nach Satz 4.4 liegt zum einen
in der Eindeutigkeit der Entwicklungskoeffizienten und zum anderen in der einfacheren
Berechnung.

Die Approximation einzelner Werte der Korrelationsfunktion ist mit der punktweisen
Entwicklung mdéglich. Diese ist als Funktion von 7 im allgemeinen im Punkt 7 = 0
unstetig. Die Korrekturterme ¢, (7, ¢) der Entwicklung nach Satz 4.4 beheben diese Un-
stetigkeit, worin auch die Namensgebung , Korrekturterm* begriindet liegt. Fiir die Ap-
proximation der Korrelationsfunktion als Funktion von 7 bevorzugt man die gleichma-
kige Entwicklung, da die zu approximierenden Korrelationsfunktionen stetiger Prozesse
ebenfalls stetig sind. Beide Varianten unterscheiden sich nur fiir 0 < |7| < e.

Jeweils im Anschlufs an jeden der folgenden Entwicklungssétze wird ein Korollar formu-
liert, das die Entwicklung im Sinne von Korollar 4.6 angibt.

Beispiel 4.7 Zur Illustration soll die Entwicklung der Korrelationsfunktion eines Integ-
ralfunktionals (4.1) mit Kernfunktion )(-) dienen. Im reellen eindimensionalen Fall mit
Q1(-) = Q2(-) = Q(+) vereinfacht sich die Darstellung der Entwicklung nach Satz 4.4.
Mit Q(-) € &V gilt fiir 7 € R

gitl

Z el [+ 1com (D) ]+ i o

=0

mit den Funktionen .
~ [ Qe+ 7)du

und den zusammengefafiten Korrekturtermen der Korrelationsmomente

Fi(Q) = Ko j(a) + (=1)7 kg ().

),

Aufgrund der Eigenschaft (3.2) der Korrekturterme gilt fiir jede 1-korrelierte Korrela-
tionsfunktion

I%Q(Oé) = /{270(04) - K,070(Oz) =0.
Folglich enthélt die Approximation fir N = 0 keinen Korrekturterm und stimmt mit

dem FErgebnis einer punktweisen Entwicklung iiberein. Fiir N € Ny hat die punktweise
Approximation die Darstellung

pj T#0

j=0 ’ Vj 7=0

wobei pi9j11 = 0 fiir j = 0,1,... zu beachten ist. Die Approximation R e (T) = “Ryu(7)
ist die Korrelationsfunktion des Integralfunktionals mit Kernfunktion ((-) und eines
Zufallsprozesses (im verallgemeinerten Sinn), der die Korrelationsfunktion R(7) = 02§(7)
mit der Diracschen §-Distribution und dem Parameter 02 = e besitzt.
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Ein einfaches Beispiel (siehe auch [37]) ist das Integralfunktional
¢
z(t,w) = / e =9 Sf (5 w) ds
mit der Kernfunktion Q(t) = e, v > 0. Diese Kernfunktion ist beliebig oft ste-
tig differenzierbar und erfiillt somit die Annahme 4.2 fiir beliebiges N. (f).s¢ sei die

Familie der Bachelier-Wiener-Prozesse, d. h. stationdre e-korrelierte Prozesse mit der
Korrelationsfunktion des 1-korrelierten Prozesses aus Beispiel 3.8

R(r) = (1 —|r])4.
Fiir die asymptotische Entwicklung sind zum einen die nur von der Korrelationsfunktion
von (°f).s¢ abhéngigen Korrekturterme der Korrelationsmomente
() —2(1 —a)(—a)™ (1 -2a)/"2—(=1)
kila) = : 4 ,
’ j+1 G+D0+2)
zu ermitteln, speziell

, a€|0,1]

Ri(a) = %(1 —a)?  und  Fe(a) = —ga(l —a)l.

Zum anderen berechnet man die nur von der Kernfunktion des Integralfunktionals ab-
héngigen Entwicklungskoeffizienten

i j 1 ,
d; (T) = / e*“{“(_,}/)J e*’y(quT) du = —5(_7)]*1 e T .
0
Die gleichméfige Approximation fiir N = 2 hat dann die Gestalt
[\ | €

ec(r) = i+ i (2 + Snel o+ e (2

9 9

3 3
tem{eo2 (Y 2l (YL
2 v 3 ). 6 |2 € ).
In dieser Darstellung wurden die Terme nicht weiter zusammengefafit, damit es moglich

ist, auch die Approximationen °R,,(7) und R,.(7) abzulesen.

Dieses Beispiel wird spéter fortgesetzt, graphische Darstellungen befinden sich am Ende
von Abschnitt 4.4.

4.2 Kreuzkorrelationsfunktion von Integralfunktional
und Ableitung

Nun soll die asymptotische Entwicklung der Kreuzkorrelationsfunktion von einem Inte-
gralfunktional (4.1) und dessen Ableitung (4.2) hergeleitet werden. Es wird analog zum
letzten Abschnitt der allgemeinere Fall verschiedener Kernfunktionen (4.3) behandelt.
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Die Kreuzkorrelationsfunktion

E{xy ()i (L +7)}

t t+7

//Qk(t—u)sf(u)ef*(v) 7t + 7 —v)dvdu

— 00 —O0

L E / Qult — 1) 3 (w) (¢ + 7) du § QF(0)

t t+7

- / / Qr(t — u)Reper (v — w) Q)" (t + 7 — v) dvdu (4.11)

—00 —0O0

+ / Qult — u) Rysp(t + 7 — u) du Q}(0)

— / / Qr(u)Repef (T + u — v) Q" (v) dvdu + /Qk(u)Rsfsf(T + u) du Q;(0)

0 0
:Rﬂﬁki‘z (T)

besteht aus zwei Summanden, wobei sich der erste nach Satz 4.4 entwickeln laft. Infolge
dessen interessieren hier insbesondere Entwicklungen des zweiten Summanden, d. h. von
Integralen der Form

]OQ ) Repep (7 + 1) d :7@ (”“) u—a/qu—T R(u) du.
0 0

Dabei ist zu erkennen, daf I(7) = O ist fiir 7 > €. Das Vorgehen fiir 7 < ¢ basiert auf
der Entwicklung von Q(eu — 7) an der Stelle |7|. Hiermit ist gemeint, daf die Funktion
fir 7 > 0 an der Stelle 7 und fiir 7 < 0 an der Stelle —7 entwickelt wird. Unter den
Voraussetzungen Q(-) € &Y und eu — 7 >0, d. h. eu > 7, gilt

N

Qleu—7) = Z !

j,Q(J (I (eu =71 = |7} + 0g " (7, eu)
7=0

wobel

EUu—T

1
Qg“(T, gu) = 1 / QW (v)(eu — 1 —v)N dv

I7]

das Restglied der Taylorentwicklung in Integralform ist.
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Durch Einsetzen der Entwicklung erhilt man

N+l > j
I(1) = Z %Q(])(\TD/ (u _ +5|7|) R(u) du + o7t (7, )

jfo ) T

N i [ (u— Z?T)J R(u)du 71>0

e T
= TQ(])(‘TD % +o7H(ry€)
=0 [ w! R(u) du <0
mit dem Restglied

o) (7€) :e/gg“(r, eu)R(u) du .

Wird fiir 7 < 0 die Beziehung

T

fujR(u) du = fujR(u) du — / w R(u) du = pij — /OO(—u)JR(—u) du
= ;= (=1 ]o W R (u) du = piy + (=17 (=2

beriicksichtigt, ergibt sich folgender Satz.

Satz 4.8
Sei Q(+) € &Y. Dann gilt die gleichméRige asymptotische Entwicklung

I(1) = /Q(U)Rsfsf(TJru) du

N
AR Ko (T >0
= Z TQ(])(W) 24 (2) ‘ + oVt (1))
=0 I py+ (1) s (=) T<0
mit dem Restglied
or H(r,e) = % / / QWY (v)(eu — 7 — )V R(u) dvdu = O(eN+?)

und speziell fiir T =0
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Beweis.
Der Nachweis o ™ (7,¢) = O(eV*?) wird im Beweis des folgenden Satzes 4.11 gefiihrt,
da sich dort die Aussage als Folgerung ergibt.

Bemerkung 4.9 Aufgrund der Bezichung r; = #g; (0) = p; + (—1)"T's5 ; (0) sind die
Approximationen des Integrals I(7) stetig fiir 7 = 0. Die Entwicklung kann auch in der
Form

I(r )— or (r.e)

= 5 200D [t + L)1 (D) + T (D)

N

Z+Q<J (171) [L-o00) (Pt + Leon () (=175 (=) + Loy (P ()]

=0
angegeben werden.

Nun soll unter der Voraussetzung (4.8), der Beschriinktheit der Funktion Q"+ (), eine
Abschétzung des Restgliedes angegeben werden.

Im Fall 7 > ¢ gilt wegen 1 < I < u fiir das Restglied oVt (r,6) = O. Im Fall 7 < ¢ ist
beziiglich u tiber Z < u < oo Zu integrieren und es gilt

x| EU—T

‘QN+1T€)‘<—/ /‘QNH) H u—T—vNHR )| dv| du

T
€

5
SCQ(NH)W/\R(uH / ‘(5u—7—v)N‘ dv|du .

7]

7]

Beriicksichtigt man weiterhin

0

/ }(EU_T_,U)N’ dol = / o] du| = ||€u—7-_|7-||N+1 < |€U|N+1
(N +1) - (N+1)’

eu—1—|7|

da fir 7 < eu gilt |eu — 7 — |7|| < |eul, so folgt

N1 eh+? N+1
|07 (7, e)) SCQ(N“)m/|R(U)||U| du

5N-i—2

S CQ(N+1) m .

5N+2
m / |R(u)| |U|N+1 du S QCQ(N-H)CR

Fiir 7 > 0 gilt die Abschétzung sogar ohne den Faktor 2.
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Korollar 4.10
Sei Q(-) € &Y. Dann gilt die punktweise asymptotische Entwicklung

N O >0

i €]+1 )
M= [ QR+ u)du=3"ZQU () Sy r—0 +OE).
0 ! M 7<0

Nun ist es moglich, die Entwicklung der Kreuzkorrelationsfunktion (4.11) herzuleiten.
Fiir 7 > 0 gilt mit Hilfe der Sétze 4.4 und 4.8

Rl“ki“l<7->
N o [ F .
:ZT /Q (u)/i;Ql(]Jr )*(u+7) du
j=0 ’
JJrI/Qk K'O] Ql]-l—l (U+ )d
v / QP+ 7msy (L) Q) du+ QP (), (2) @100)
0

+ % / / / Qk(u)R(v)Ql(N+2)*(u + 8)(1 — v — 5)N dsdvdu
+ i, / / / QN (w + 5)R(0)Q)* (u)(cv — 7 — )N dsdvdu
s [ ] ) - - o) B dsdo (0

Unter Anwendung der partiellen Integration,

et (Do
(4.12)

=~ (7may (1) QI0) - 7 Q" Ty (7) @i ) do
0
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und

oo o0 EVv—T

// /QN+1 u+s)R)Q; (u)(ev — 7 — )" dsdvdu

o0 EV—T

/ / QY (s)(ev — 7 — ) R(v) dsdv @ (0) (4.13)

o 0 EV—T

// / QP (ut $)R)Q (u)(ev — 7 — 5)N dsdvdu

sowie der Berticksichtigung der Beziehung

Rl‘ki“l <T> = _Ri“kl“z< ) = _R;l:ck< )

lafst sich diese Darstellung vereinfachen.

Satz 4.11
Seien Q1(+), Q2(-) € &N, Dann gilt die gleichméRige asymptotische Entwicklung fiir

T72>0
N

Z (g (1), 12 + Loy (1)l (1,6)] + ot (7, ¢)
=0

mit den den Korrekturtermen
chi(re) = (1P (1) mo (2)) + U (™ () ey () (419)

und dem Restglied

T

5

in,;} T,€) = / / / Qr(u N+2)*(u + 8)(1 — ev — 5)N dsdvdu

0 —oc0 T

o 0 EV—T

// / QL (u+ ) R)Q; (u)(ev — 7 — 5)N dsdvdu

— O(€N+2) )
Die Entwicklung fiir 7 < 0 ergibt sich aus der Beziehung

Rrkrl( ) = _R;lmk< )

und speziell fiir T = 0 gilt

N

j+1
Rawa®) = 30 S [l 00, 15) = (™ 0), )] + 22310
j=0
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Beweis.
Unter den gemachten Voraussetzungen sind analog zum Beweis von Satz 4.4 die Forde-
rungen an eine gleichméfige asymptotische Entwicklung erfiillt, speziell auch

Oayiy (Tr€) = O(e"2).

Insbesondere sind die in der Beziehung (4.13) vorkommenden Dreifachintegrale von dem
Typ, der Bestandteil des Restgliedes gi\; j;ll (1,¢) ist. Die Folge ist, dak das Doppelintegral

die gleiche Ordnung fiir ¢ — 0 hat, d. h. fiir das Restglied aus Satz 4.8 gilt ebenfalls

o7 TH1,6) = O("?).

Bemerkung 4.12 Die Bezeichnung der Korrekturterme (4.14) aus Satz 4.11 stellt eine
Erweiterung zu (4.7) aus Satz 4.4 dar, denn es ist

ch(re) =l (r.¢).
Fiir das Restglied aus Satz 4.11 findet man die Abschétzung

€N+2

}Qi\g} )’ < CRm

QCQ(N+2)* / ‘Qk (u)| du + CQ(N+2) / ‘Q? (u)| du
l k
0 0

Korollar 4.13
Seien Q1(-), Q2(-) € &NTL. Dann gilt die punktweise asymptotische Entwicklung

Y il (@ (7) 1) 7>0
Rmkm'l<7—) = Z T <qj+1 : "{j> <q]+1* : ij> r—0 + O(8N+2) )
R N Y

Fortsetzung des Beispiels 4.7 Im skalaren reellwertigen Fall mit Q(-) = Q2(:) =
Q(-) kann Satz 4.11 in folgender Weise formuliert werden.

Sei Q(+) € &t Dann gilt fiir 7 € R die gleichmiRige asymptotische Entwicklung

N it

Rs(r) =sign(r) 32 o) = 1o ()] 4+ e @)

=0

mit den Korrekturtermen

Fia) = Ky (@) + (1) kg (a) .
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Fir R(7) = (1 — |7])+ ergeben sich die Korrekturterme
(0P a(apt (1

S RSV EE
und speziell
Fola) =(1—a)?
Fr(a) = —a(l —a)
Ro(ar) = l(70z2 —2a+1)(1-a).

6
Eine Definition der Funktion sign(7) an der Stelle 7 = 0 ist nicht wesentlich, da mit
w; — k;(0) = 0 auch YR,;(0) = 0 = R,;(0) ist.

Mit der Kernfunktion Q(t) = e~ ergibt sich die Approximation der Ordnung N = 2

il 7]

au(r) = sign(r) {7 o = 7o ()] - o (1)
+ Sl [ i ()]}

= sign(7) e V! {—% [1 — < — Lﬂ)j

i (o) ()

Da der fithrende Term °R,;(7) fiir 7 > 0 negativ ist, wird in den Abbildungen meist
R;r(T7) = —R.;(7) dargestellt.

4.3 Korrelationsfunktion der Ableitung

Ergebnis dieses Abschnittes ist die asymptotische Entwicklung der Korrelationsfunktion
der Ableitung (4.2) eines Integralfunktionals. Analog zu den vorangegangenen Uberle-
gungen ermittelt man im allgemeineren Fall verschiedener Kernfunktionen in (4.3)

E {i ()i (t+71)}
- E / / Ql(t — u) F () F*(0)Q(t + 7 — v) dudu

‘B / Qu(t — w) ()5 (t + 7) du § Q}(0)

+Qr(0)E /Ef(t)ef*(U) VT —u)du o+ Qp(0)E{7() 7 (t+7)} Q1 (0)

— 00
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t t+T

://Q;C(t—u)Rsfsf(v—u)Q;*(t+7'—v)dvdu

—00 —O0

4 / Q(t — u) Ryt + 7 — u) du Q}(0)

t+7

+Qu0) / gt — QU (t + 7 — ) du + Qu(0) Ry (1) Q1 0)

o

-/ / Q) Ry (7 + 0~ v)Qf () dvdu+ [ Qi) Ry + ) du Qi (0
© 0 (4.16)

_I_

Qi(0) [ Ry (T — w)Q;" (u) du + Qr(0) R (7)Q (0)

o\

= Rﬂ'ﬁkxz (7_)

Der erste Summand in der Darstellung (4.16) 14t sich unter der Voraussetzung an die
Kernfunktionen Q:(+), Q2(-) € &' nach Satz 4.4 entwickeln, der zweite Summand
unter Anwendung des Satzes 4.8. Der dritte Summand wird mittels

/ Ry (r — u)Q)" (u) du = / Ry (4 — 1) Q)" (u) du = / Ql(u) Repr (1 — 7) du
0 0 0

in die Form von I*(—7) gebracht. Das Einsetzen der Entwicklungen ergibt unter Bertick-
sichtigung von Bemerkung 4.9 und unter Anwendung der partiellen Integration (verglei-
che (4.12)) fir 7 > 0

+ QU ()2 (2) Qi 0)

+ Qr(0) Ry (1)Q7 (0) + 02 2 (7, €)
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= i—, — /Qk(U) [#; + (=1)7 kg, (g)] P (w7 du

Satz 4.14
Seien Q1(+), Q2(-) € &N Dann gilt die gleichméRige asymptotische Entwicklung fiir
T7>0

Reuan(r) = Qu(O)R () Qi ZE, d(7) 1) + Lo ()l (7, 2)] + ol ()

Jj=0

mit den Korrekturtermen cJj/ (7, ) geméf (4.14) und dem Restglied

Q:]cvk;ll(ﬂ €)= % / / / Q. (u)R(v) §N+2)*(u + 5)(1 — ev — 5)V dsdvdu

+ / / / QW (u+ ) R(0)Q}* (u)(ev — 7 — 5)N dsdudu

+Qk(0)/ / R(v) Z(NH)*(S)( ev — 8)" dsdv

=0(eN1?) .

Fiir die Kovarianzmatrix (1 = 0) gilt

N

i+1 A
Reyin(0) = QuUOIROIQT0) = 3° S [(6l(0), 1) + (™ (0), )] + 2231(0.2).
j=0

Die Werte fiir 7 < 0 werden aus der Beziehung Ry, ;,(7) = R} . (—7) ermittelt.

T T

Beweis.
Die Ordnung des Restgliedes ist eine Folgerung aus den Sétzen 4.4 und 4.8. 0
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Das Restglied léft sich mittels

€N+2

(N +2)!

|05 (T.)] < Cr

QCQL(N+2)* 1+/|Q§€(u)|du + C QW+ 1-0—/‘@ u)| du
0

abschéatzen.

Bemerkung 4.15 Unter der stirkeren Voraussetzung Q;(-), Qa(-) € &V kann man
das Restglied mittels partieller Integration (siche auch (4.13)) in die Form

@ff;} / / / Qr(u Z(NH)*(U + 8)(1 — v — 5)N dsdvdu

0 —oc0 T

// / Q N+3) (u+ s)R(v)Q;*(u)(sv — 7 — 5)V dsdvdu
iiberfiihren.

Korollar 4.16
Seien Q1(+), Q2(-) € N T, Dann gilt die punktweise asymptotische Entwicklung

N it <qj+2 (7) > 7>0
Ry, (7) = = Z T {ql(0), &5y + (a7 (0), k;) 7=0
= (@ (=), 1y) T<0

+ 110y (7)Qx(0) R (0) Q7 (0 ) O(N+?).

Wie das folgende Beispiel zeigen wird, ist die punktweise Approximation der Korrela-
tionsfunktion der Ableitung eines Integralfunktionals einer Kernfunktion mit Q(0) # 0
nicht immer empfehlenswert.

Fortsetzung des Beispiels 4.7 Im eindimensionalen reellwertigen Fall mit Q(-) =
Q2(+) = Q(+) formuliert sich Satz 4.14 in folgender Weise.

Fiir Q(+) € V1 gilt

N
gitl

Rastr) =QOR (2) = 30 S apaallrh [y + e (2] + 04 (rl ).

(4.17)
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Mit einer Kernfunktion Q(¢) = e erhilt man wegen der Beziehung ¢; 2(7) = 72¢;(7)
die Approximation der Ordnung N

-
NR.a(1) = Q*(0)R (g) 2 NRL(7).
Die punktweise Approximation

N i+l A
Z 8J' Givz |7_| My T 7é 0 i 1{0}(7)Q2(0)R (0)

j=0 J° vi 17=0

ist im vorliegenden Fall ungeeignet. Die Korrelationsfunktion wird bis auf den Punkt
7 = 0 durch
NRaba'c(T) = _’72 NRJ:J:(T)

approximiert, d. h. abgesehen vom Faktor 2 durch das Negative der Approximation
der Korrelationsfunktion R, (7). Fiir N = 0 wird dieses Problem besonders deutlich, da
°R..(7) selbst eine Korrelationsfunktion ist.

4.4 Konvergenz der Folge der Approximationen

Die Entwicklungssétze in den Abschnitten 4.1, 4.2 und 4.3 gelten unter der hinreichenden
Bedingung, daf die Kernfunktionen fiir ein gewisses N € Ny aus & sind. Nun soll
vorausgesetzt werden, daf die Bedingungen der Annahme 4.2 fiir beliebig groftes N
gelten. Folgerichtig zur Definition 4.3 wird die Menge aller Kernfunktionen, die diesen
Forderungen geniigen, mit &> bezeichnet. Stellvertretend hat dann die asymptotische
Entwicklung der Korrelationsfunktion R,, ., (7) fiir alle N € Ny die Gestalt

Rmkml (T) = NRJBkJBl< ) + ‘QZIB\/];;} (T 8)

wobei VR, ,,(T) die Approximation der Ordnung N ist. Die formale Reihe *R,, ., (T)
heifft auch asymptotische Entwicklung fiir N = oo. In Abschnitt 2.3 wurde bereits dis-
kutiert, dafs aus der Existenz einer asymptotischen Entwicklung fiir beliebig groftes N
im allgemeinen nicht folgt, daf der Grenzwert der Folge der Approximationen

N

dim PRy, ()
existiert. Sollte dieser Grenzwert fiir alle 7 € R und ¢ > 0 existieren, stellt sich die
Frage nach Bedingungen, unter denen dieser mit R,,,,(7) iibereinstimmt. Auferdem soll
untersucht werden, ob diese Konvergenz fiir festes € gleichméfig beziiglich 7 erfolgt.

Grundsétzlich ist die Konvergenz der Folge von Approximationen gleichbedeutend mit
der Konvergenz des Restgliedes gegen O, d. h.

| Regar (1) = "Ry ()| = |t ()| — 0 fiir N — o0.
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Es besteht die Moglichkeit, die Reithen *R,, ., (7), “Ry, 4, (7) und *R;, ;, (7) mit den klas-
sischen Mitteln der Analysis zur gleichméfigen Konvergenz von Funktionenreihen zu
untersuchen. Das in den meisten Féllen anwendbare Weierstrafische Kriterium fiir gleich-
mékige Konvergenz fordert, daf die betreffende Reihe durch eine konvergente Reihe ma-
jorisiert wird, deren Glieder nicht von 7 abhéngen (siche z. B. [10]). Eine Abschétzung
der Entwicklungsglieder z. B. von R, ,,(7) im reellen eindimensionalen Fall fithrt zu

o+ s (2] s 2

<C S 2|q] ]
< Rm [ ’%z(T)} + }%k(ﬂ”
it o) o)
< (JRh 2C 0 / Qu(w)| du + g / Qu(w)| du
0 0

Konvergiert einer Reihe mit diesen Gliedern, dann ist auch die gleichméfige Konvergenz
bei Verwendung der Abschétzung (4.9) des Restgliedes

ENJr

6 ()] < Cn

2C (N+1)/|Qk \du+CQl(cN+1)/|Ql(u)\du — 0
0

gesichert. In jedem Fall ist folgende Bedingung hinreichend, die auch fiir vektorielle
Integralfunktionale anwendbar ist.

Korollar 4.17
Seien Q1(-), Q2(-) € >, Existieren nichtnegative Konstanten Cy, Cy und Ny, so dafs

Q0] < o SNOCY L teRe k=12, FirN>No (419
k

gilt, dann konvergieren fiir jedes ¢ > 0 die Folgen der Approximationen “R,, . (7),
NRypi, (1) und MRy, (1) fiir N — oo gleichméfig auf R gegen die exakten Funktionen,
d. h. es gilt

kaiz(T) - ]\}E%O NRﬂﬁkiz(T) und
Ry (r) = lim "Ry, (7) .

Die gestellte Forderung erweist sich fiir die Anwendungen im Kapitel 6 als geeignet,
obwohl noch Abschwichungen denkbar wéren.
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Eine Bedingung an die Kernfunktionen (beziehungsweise an die Entwicklungskoeffizien-
ten), die mit der konkreten Gestalt der asymptotischen Entwicklung fiir Korrelations-
funktionen verbunden ist und ohne Kenntnis des Restgliedes beziehungsweise einer Ab-
schédtzung dafiir auskommt, hat Aussagen zur punktweisen Konvergenz zur Folge. Die
Herleitung erfolgt aufgrund der Ubersichtlichkeit im reellen, eindimensionalen Fall. Durch
elementweise Betrachtung lassen sich die Aussagen verallgemeinern.

Die Approximationen, die mit den gleichméfigen asymptotischen Entwicklungen aus den
Satzen 4.4, 4.11 und 4.14 erhalten werden, haben fiir 7 > 0 die Gestalt

NRypa, (T) = i gt {%( ) {Mj +(=1) ko, (9] T @i(7)Rz, (g)}

JOJ'

MRiypi () = 2; % () [y + (=17 ko (Zﬂ i (7 (g)} (4.19)

“Riys (7) = = i L) [+ 0 (O] + i, (2))

Satz 4.18
Seien Q1(+), Q2(-) € &>. Konvergieren die Taylorreihen

J
@ (T Zq , O) V1,70 € Ry,

dann konvergieren fiir jedes € > 0 und 7 € R die Folgen der Approximationen ™R, (7),
MRy, (7) und Ry, ;. (1) fiir N — oo gegen die exakten Werte.

Beweis.
Aus der Voraussetzung Q1(+), Qa(+) € &> folgt, dak die Funktionen Q,(Cj )(-) beschrinkt
sind, d. h.

QM <Cho, k=12, j=0,1,2,..., T€R,.

Somit existiert fiir jedes j eine von 7 unabhéngige, integrierbare obere Schranke fiir den
Integranden des Entwicklungskoeffizienten ¢j,(7)

Q)@Y (u+7)] < 1Qu(u)|Cop

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz kann die Differentiation und die Inte-
gration vertauscht werden, es gilt fiir alle 7 =0,1,2,...

q/(.c]z) dJ/Qk )Q,(u+7) du—/Qk (u+7)du—qkl()
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Kehrt man zur Herleitung der Entwicklung von Satz 4.4 zuriick, hat die Korrelations-
funktion im hier betrachteten Fall analog zu (4.5) die Darstellung

o0

Ryio (T) =€ R(v w)Q,(u+ 7 —ev) dvdu
o] [
+e¢ R(v)Qr(u — 7 + v)Q,(u) dvdu (4.20)
0//
= / R(v)qr (T —ev)dv + ¢ / R(v)q(ev — ) dv.

Aufgrund der Voraussetzung an die Entwicklungskoeffizienten konvergiert fiir jedes 7 > 0
und 7 — ev > 0 die Reihendarstellung

le T — 5U Z qkl

in eine Potenzreihe von —ev gleichméfig auf jedem abgeschlossenen Intervall aus [—7, 00)
(siche zum Beispiel [10]), insbesondere fiir festes € > 0 gleichmékig beziiglich v auf
[—1,1]N (—oo, g] Analog konvergiert fiir jedes 7 > 0 und —7 + ev > 0 die Reihendar-
stellung

v—27‘
qu(ev —7) ZQIk < )

gleichmifig beziiglich v auf [—1,1] N [Z, 00). Die gleichméfige Konvergenz und die Ste-
tigkeit der Reihenglieder sowie der Korrelationsfunktion erlauben nach dem Einsetzen
der Reihendarstellungen in die Integrale, die Summation der Reihen und die Integration
zu vertauschen, man erhilt die gesuchte Reihendarstellung der Korrelationsfunktion fiir
T>0
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Die Kreuzkorrelationsfunktion (4.11)

Rrkiz (T

~—

I
0\8

/Qk W) Ry (7 +u—v>@l<>dvdu+/@k ) Rego (7 + 1) du Q,(0)
0

i

:€/R /Qk u)@, u+7‘—5v)dudv+€/R(v)/Qk(u—T+5U)Q;(u)dudv
o 0

o0

+e€ / R(v)Qk(ev — 1) dv@,(0)

T
€

hat nach der Anwendung der partiellen Integration

/@ku—wsv)@l(>du——@k<v—fczl /@ku—wev)@l()

die Gestalt

T
£ o0

Ry i/(T)=c¢ / R(v)qh (T —ev)dv — ¢ / R(v)qp.(ev — 7)dv .

—00 z
1>

Die gleiche Argumentation wie im Fall RJCML(T) fithrt fiir 7 > 0 zur Reihendarstellung

Ron) = -5 (a0 / Ry =) [ o) (0=

Ausgehend von (4.16) hat eine analoge Vorgehensweise

Riﬂkiz (T

~—

0\8

/Q;c u) Repef (T + 1 — v) @ (v )dvdu—i—/@k ) Repep (T + 1) du Q;(0)
0

_I_

Qr(0) | Repep (T — u)Q)(u) du + Qi (0) Reper (1)@, (0)
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:5/ /Qk Q) u+T—sv)dudv+€/R(v)0/Q;(u—T+8U)Q§(u)dudv

+Qu(0)e / R@)Q)(7 — ev)dv + ]O R(0)Q} (v — 7) dv Q(0)
+ QOQUO)R () ;
= QO)QOR (L) = / R(v)g)(7 — ev)dv — ¢ /OO R(v)g(ev — 7)dv
die Reihendarstellung
ot - 3557 e [ moovaosio [ o (o~ 2)
+QQO)R () E
fiir 7 > 0 als Resultat. -

Bemerkung 4.19 Werden im Beweis statt der Reihendarstellungen der Funktionen
qil(T) die endlichen Taylorreihen mit entsprechendem Restglied eingesetzt, macht es den
Anschein, als ob die angewandte Methode und die Herleitung der Entwicklungssétze 4.4,
4.11 und 4.14 gleichwertig sind. Bei genauer Analyse liegen die Unterschiede im Fall von
R, (1) und R;, . (7) in der Reihenfolge der Anwendung der partiellen Integrationen
und der Entwicklung der Kernfunktionen beziehungsweise entsprechend der Funktionen
ql, (7). Wihrend in (4.11) und (4.16) die Einfachintegrale vom Typ I(7) nach Satz 4.8
entwickelt und anschliefsend die Entwicklungsglieder mit partieller Integration zusam-
mengefalst werden, ist die Vorgehensweise hier genau umgekehrt, eine Entwicklung fiir
Funktionen [(7) wiirde sich prinzipiell eriibrigen. Fiir die Aussage des Satzes 4.11 ist das
richtig, jedoch nicht fiir Satz 4.14. Bei dieser Vorgehensweise mufs man analog zu Bemer-
kung 4.15 die stiirkere Voraussetzung Q:(-), Q2(-) € V2 fordern, um eine Darstellung
des Restgliedes zu erhalten.

Die Folgen der Approximationen in Satz 4.18 konvergieren fiir jedes ¢ > 0 und jedes 7 €
R, also punktweise beziiglich 7. Gleichméfige Konvergenz kann mit der Vorgehensweise
im Beweis nicht gefolgert werden.

Fortsetzung des Beispiels 4.7 Die Kernfunktion Q(¢) = ¢~ und der Entwicklungs-
koeffizient qo(7) = % e 77 erfiillen die Voraussetzungen von Satz 4.18, die asymptotischen
Entwicklungen fiir N = oo liefern die exakten Darstellungen der Korrelationsfunktionen.
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Bei Verwendung der Korrelationsfunktion R(7) = (1 — |7|)4+ berechnet man fiir die in
den Entwicklungen vorkommenden unendlichen Reihen

> g2+l ___cosh(evy) —1
—.)'(J2j(7)/~b2j =€ WT—( 7)

j=0 (2] &’ |
o gitl T ~v(e = 1) — sinh(y(e — 7))
; 7%‘(7)’@ (g) - ev? ’
gitt - (T cosh(y(e — 7)) —1
Z 4! —r G+(7)R (_) T €72 '

=0
Die exakten Funktionen haben die Darstellung
o g2i+1 OO gi+l |7_|
Rualr) = 3 sty + 1o (0 3 ot (1)
j=0

J=1 c

1 Jye—|r]) — e (e EHD 4 D) 0 < 7| < e
5’}/3 e_,y‘TI(COSh(E’Y) _ 1) |7_| Z e

' X g2+l X gttt ‘T|
Rea(r) = sign(~7) (Z Sl = 1o () 3 Segale)s (—))

j=0< ’ J=0

o sign(T) 1— e_“/|T\ + % (e—’y(e+|7\) _ e—«/(a—\ﬂ)) 0 S |7_| <e
2

& e "l (cosh(ey) — 1) I7| > ¢

und
RQCJ;(T) = R (g) — ’)/QRWC(T)
_ _i —e Tl ¢ %(G—V(EHTD + e—v(é—\TI)) 0< |7l <e
€7 | el(cosh(ey) — 1) 7| > ¢
Die Konvergenz der Folge der Approximationen erfolgt gleichméafig auf R, da mit der
Ungleichung |g;(7)] = | — 3(—7)?"'e™77| < 3497 die Abschéitzungen der Restglieder
cN+2 3C RN T2 N

N+1 < - < e e
02" (7 2)] _3CR(N+2)! w41 (7)] < 2(N +2)

€N+2 N 1 N+2
m|€1N+2(T)| und }9 3 )’ 3CR(N+2) lqn3(7)]

unabhéngig von 7 fiir N — oo gegen 0 konvergieren.

}QNH )’ < 3Cr

Zusammenfassend fiir dieses Beispiel werden in Abbildung 4.1 die Approximationen der
Ordnungen N = 0, 1,2 mit den exakten Korrelationsfunktionen fiir e = 0.5 und ¢ = 1.5
verglichen. Die exakten Korrelationsfunktionen sind fiir ¥ = 1 auch in Abhéngigkeit von
¢ in der Abbildung 4.2 dargestellt.
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Abbildung 4.1: Gleichméfige Approximationen fiir N = 0, 1,2 und exakte Korrelations-
funktionen (von hell nach dunkel) fiir Beispiel 4.7 mit v = 1
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0.257

0.2

0.157

0.1

0.057

Abbildung 4.2: Exakte Korrelationsfunktionen R, (7), Rs.(7) und R;;:(7)

4.5 Differentiation der asymptotischen Entwicklung

Der Ursprung der folgenden Uberlegungen liegt in dem Ziel einer moglichst effektiven
numerischen Umsetzung der Bestimmung von Approximationen der Korrelationsfunk-
tion eines Integralfunktionals und dessen Ableitung. Das kann auf der Basis der Ent-
wicklungssétze geschehen. Eine (moglicherweise sogar effektivere) alternative Methode
besteht darin, die Approximation fiir das Integralfunktional zu bestimmen und mittels
(numerischer) Differentiation eine Néherung der Korrelationsfunktion der Ableitung zu
berechnen. Die Frage ist, in welchem Sinn die erhaltene Funktion eine gute N&herung
fiir die gesuchte Korrelationsfunktion ist.

Aus den vorangegangenen Abschnitten ist bekannt, daf Integralfunktionale (4.1) schwach
stationére, im quadratischen Mittel differenzierbare Prozesse sind, fir die

gilt. Dabei bezeichnet R, , (7) = %(7) die Ableitung nach 7, wobei ¢ als fester Pa-

rameter aufgefafst wird. Auferdem wurde gezeigt, dafs die Voraussetzung Q1 (), @Q2(:) €
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&N fiir ein N > 0 die Existenz der auf ganz R gleichmiifigen asymptotischen Entwick-
lungen von Ry, ., (7) der Ordnung N + 1 sowie von Ry, ;, (7) und R, 4 (7) der Ordnung
N sichert, die fiir 7 > 0 von der Gestalt

kaxl (T) - N+1R$k$l (T) + QN+2(T7 E) ?

TpT)
Ry (1) = NRﬂckiz(T) + Qi\;—;ll (,€)

und
Rﬂ'ﬁki‘z(T) = NRﬂ'SkiL(T) + Q:Jc\:;:ll (7—7 5)

sind. Die Restglieder haben die Ordnungen

Oapy (1:6) = O("F) o i(r,e) = 0(E™™)  und g% (r,e) = O(™).

Falls die Approximationen N ™'R, . (7) und VR, ;, (1) auf R, differenzierbar sind, wobei
fiir 7 = 0 die einseitige Ableitung fiir 7 | 0 gemeint ist, stellt sich die Frage, ob fiir die
Approximationen ebenfalls Gleichungen der Art (4.21) gelten, d. h.

NRypar () =R, (1) und "Ry (1) = "R, ; (1) (4.22)

TT]
oder ob durch das Differenzieren zumindest asymptotische Entwicklungen der jeweiligen
Ableitung entstehen, d. h.

YRy o (T) ="TR () +O@ENT?) und YRy, (1) = VR

TrTy TRy

(1) 4+ O(eN 2.

Mit YR, , (1) = (Nkaxl(T))/ = %(7) ist dabei die Ableitung der Approximation
und nicht die Approximation der Ableitung gemeint, die mit VR, ;, (1) dargestellt werden

kann.

Die Differentiation der Approximation ¥ *'R, . () (vergleiche mit (4.19)) fiihrt zur Be-
ziehung

N+

Y0 = 3 o) [y s (D] + o (2))
=0
B pRsgvEs! 41 it (T J+l (Z
=3 G {0 [y s (2 s (2))
+ jg:l i—]' {qil(T)(—l)jH/{gJ (g) + qgé(T)"f,Q,j (g)} '
=0

Fiir die Ableitung der Korrekturterme gilt (a € [0, 1])

W) = % / (u — i) R(u) du = —ij / (u — iaY " R(u) du — (o — ia) R(a)

e e}

= —ijrij-1(a) — [(1 — i)l R(a),
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wenn man k; —1(«) := 0 setzt. Betrachtet man die Korrekturterme auf ganz R, dann
ist der Punkt a = 1 besonders zu berticksichtigen. Wegen

im k! (@) = lim K (a) =
lim ] (a) = lim ] (a) = 0

sind die Korrekturterme stetig differenzierbar. Einsetzen von

p,;(0) =~ R(a)

Ky (@) = =2jkaja(a) + (1) o’ R(a)

und Umstellen ergibt

R 1) = 30 S {0 [+ 17 (D)] + a0y () )

_ NZH %1 (@) [+ (17 k05 ()] + a6 ey (2)
+R (g) :Vié (_jT,)j [q(7) — @ (7)] g (j ijl)!qlJ}ﬂ(T)“z’jl (I)

- i iTl {0 [y + 070, (2)] = a0 (2) }
e {0 v - 0 (] v (9)
RO Y Y ) - e

Die Taylorentwicklung der Funktion gy (7) fiihrt zur Darstellung

T

N+1 (1) X
N 2 N 1
jZO ]' Qil<7—) = le<0) + m /qk;l+ (S)<_S) + dS,
- 0
so dall aus
N1 (—7) !
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die Beziehung

Boa(7) = () = R (2) / [ ¥2(5) — aff ()] (—5) " ds

[e=]

- {w s+ 1m0 (5] + a2 2 (5)}

folgt. Aus diesem Ergebnis lassen sich die folgenden Schluffolgerungen ziehen.

1. Die Approximation von R, (7) ist bis auf den Punkt 7 = 0 auf R stetig diffe-
renzierbar, die Ableitung » +1Rkaxl( 7) stimmt jedoch im allgemeinen nicht mit der

Approximation der Ableitung VR, ;,(7) iiberein.

2. Die Ableitung der Approximation definiert eine asymptotische Entwicklung fiir die
Ableitung der Korrelationsfunktion

Rai(7) = "Raya, (1) + O %) = "R, (7) + O(e717)

da die verbleibenden Terme aufgrund der Abschéatzung

R(D) / (gl (s) — aif ()] (=) ds

<[z () ﬁo/sw =k () (N(i]z)!TM2

CrC, N CrC

< 1 +2 < q N+2

S W T S e

von der Ordnung O(eV*2) sind, wobei die Konstante C, eine obere Schranke fiir
’qN 2(s) — g T( )} bezeichnet.

Aufgrund der Beziehung

) )
Rayay(1) = YR, (1) + 0 (70

LTy

mufl aullerdem

T

0 T 1

N1 N2 T N+2 N+2 N+

o) = ety + 1 () Gy [ I — )] (= s
0

eN+2 Vs N - Mo -
+ {qszr (7') [MNH + (—1) Ko,N+1 (g)} =+ qlkJr (T)H2,N+1 (g)}

gelten.
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Auf analoge Weise berechnet man ausgehend von (4.19)

NR;M( ) = i ;—Tdci {qilﬂ(T) [uj + (=1) ko (g)} - sz/:l( )K2,j <£>}
- ij {al?() [+ (1070 (2)] = a0 (5) }
o @'

S oot (3] s 9]

e (0 + (D) S S 0 o).

Werden noch die Taylorentwicklungen von ¢f,(7) und ¢/, (7)

3 (;T)J [Qilﬂ( )+qﬂ+1( )] IQIil(O)—O—qllk(O) ]\1” / [ql]c\l[JrQ( )+qul\£+2( )} (—S)Nds
= —Q%(0)Q:(0) + ]\1” / [ql]c\l[JrQ( )+qul\g+2(8)] (—S)N ds

eingesetzt, wobei

4y (0 /Qk Q) du = —Q(0)Qi(0 /Qk )Qu(ut) du = —Qu(0)Q1(0) — i (0)

Berticksichtigung fand, erhéalt man abschliefend die Gleichung
N+1

N+2 T
o (3

+R< )1\1['/[(],2\{+2( )+qul\c[+2( )] (—S)Nds

0

€

NRa’ckabl(T)_ VR, () 2

Ty
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bezichungsweise fiir das Restglied

8 N+1

€ T
Qi\;il(ﬁ €)= — Egi\iﬁcl(ﬁ €)+2 Nl QIJZ+2(7')’€2,N (g)

T

SR (D) 5y [ [0 4 @] (=) s,

€
0
Die Schluftfolgerungen in diesem Fall sind

1. Die Approximation von R,,; (7) ist ebenfalls bis auf den Punkt 7 = 0 auf R stetig
differenzierbar, die Ableitung —"R/, ;. (7) stimmt jedoch im allgemeinen nicht mit
der Approximation der Ableitung VR, ;,(T) iiberein.

2. Die Differentiation der Approximation bildet lediglich eine asymptotische Entwick-
lung der Ableitung
Riyar (1) = "Ry, 5, (1) + O

TRT

mit einem Rest der Ordnung O(eV+1).

3. Unter der stirkeren Voraussetzung Q;(+), Qo(-) € &V 12 gilt

Ry (1) = =""'R!

Tk T

(1) + 0N .

Bemerkung 4.20 Betrachtet man die Approximationen NR @ 0 (7), 1,7 = 0,1 ent-
T T

sprechend der punktweisen Entwicklung (Korollare 4.6, 4.13 und 4.16) auf R \ {0}, die
aufkerdem mit den Approximationen entsprechend der gleichméfigen Entwicklungen auf
R\ (—¢,¢) iibereinstimmen, dann gelten die Formeln

MRopir (1) = "Ry, 4 (1) und - MRy (1) = VR, (7).

TR

Fortsetzung des Beispiels 4.7 Fiir das Integralfunktional mit der Kernfunktion
Q(t) = e und der Korrelationsfunktion R(7) = (1 — |7|). unterscheidet sich fiir
N = 0 die Approximation

°Ra(T) =Sign(—7)§ el [1 — (1 — %‘)2]

+

von der Ableitung der Approximation von R, (7)

um einen Term der Ordnung O(&?).

e? [\’
1L 5T ol (1 _ _)
6 €/
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Entwickelt man in den Approximationen

_OR;i(T):ew|T{<1—|{£l|) —%7 -1_< _9)2”
- {(1-5) gl ]2 (-]

den Faktor e 77l an der Stelle 7 = 0, so erkennt man, da die Abweichungen zu

Riz(T) = ( — M) _ &7 il
Jr

€ 2

fiir —°R’ . (7) von der Ordnung O(¢) und fiir —'R/,(7) von der Ordnung O(£?) sind.



Kapitel 5

Korrelationsfunktion bei stiickweise
glatter Kernfunktion

In den Entwicklungssitzen des Kapitels 4 wurden immer bis zu einer gewissen Ordnung
stetig differenzierbare Kernfunktionen vorausgesetzt. In diesem Kapitel werden Integral-
funktionale (4.3) mit stiickweise definierten Kernfunktionen

Ou(t) = Qra(t) t€l0,9) k=12,

ng(t) t e [5, OO)

betrachtet. Dabei wird angenommen, dafs die Stelle § nicht von k£ abhéngt. Die Vor-
aussetzungen an die Kernfunktionen entsprechend der Annahme 4.2 sollen in diesem
Kapitel nur stiickweise gelten. Das Definitionsgebiet R, der Kernfunktionen unterteilt
sich in zwei Intervalle, auf deren Abschliefung die Forderungen der Annahme 4.2 erfillt
seien, an den Intervallgrenzen sollen die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte der Ab-
leitungen bis zur Ordnung N existieren. Analog zur Definition 4.3 wird eine Menge von
Kernfunktionen definiert, die den Voraussetzungen fiir die Entwicklungssétze geniigen.

Definition 5.1 R
Eine stiickweise definierte Kernfunktion Q(-) gehért zur Menge &V fiir ein N € Ny,
wenn Qy 1(-) € 8 auf [0,0] und Qy2(-) € &Y auf [§, 00) erfiillt sind.

Die Herleitung erfolgt zunéchst im reellen skalaren Fall und wird am Ende des Kapitels
auf den komplexwertigen mehrdimensionalen Fall verallgemeinert.

5.1 Herleitung der Entwicklungssatze

Die Korrelationsfunktion hat nach (4.20) die Darstellung

[e o]

Ry o(7) =€ / R(v)qu(T —ev)dv + ¢ / R(v)qu(ev — 7)dv

—00

™3
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mit

Guls /Qk )Qulu+ s)du, >0

Das Integrationsgebiet wird entsprechend der stiickweisen Definition der Kernfunktion
Qi (+) aufgeteilt, wobei zusétzlich eine Fallunterscheidung beziiglich der Lage von s zu ¢
zu berticksichtigen ist

max{0,6—s} 00
qr(s) = / Qr(u)Qra(u+s)du+ / Qr(u)Qra(u + s)du
0 max{0,0—s}
(1317191(8) s<9
(1327191(8) S Z 5

Die verwendeten Funktionen sind wie folgt definiert

S

5—
Py (s Qr(u)Qui(u+s)du+ [ Qn(u)Qi2(u+s)du, secl0,6],
-] j

d, kl /Qk ng(u + S) s € [(5, OO)

und ermoglichen die Darstellung

T—0 T
kaxl(T) =€ / R(U)(IDQ,ICZ(T - EU)dU +e / R(U)(bl,kl(T — ev)dv
—00 T—0

T4+6 - (51)

+e / R(v)®y jp(ev — 7)dv +¢€ / R(v)®y (ev — 7)dv.
+6

T
€

IR

Unter der Voraussetzung Q1(-), @2(:) € ®" werden die Taylorentwicklungen der Funk-
tionen @4 y;(s) und P4 (s) aufgestellt

al (bijlzl( ) N+1 .
(I)Lkl(s): § ]l (3_52) +Q':I> kl(s 8)7 121727
Jj=0 ’

wobel
S

1
Al ss) =5 [ O @) = 0 du

Si
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das Restglied in Integralform ist. Fiir die Ableitungen berechnet man fiir s € [0, d]

(s2]

—S

o) (s) = | Q)@ u+sdu+2 QI (5 — )T (0)

o\

/ Qr()QY) (u+ 5) du + Z 1DmQI (5 — 5)QU ™ (6)

d—s

/ Qu(w)Q (u + 5) du+2 06— 5) [Q56) - )
0

=gl (s) + i (s)

und fiir s € [0, 00)
(I)é]kl /Qk (u+s)du = qiy(s),

wenn

7j—1

Ws) -9 QL MO -0, sebo) (52)

m=0

die Terme der Unstetigkeiten und

qkl /Qk (u+8)du, s€]0,00) (5.3)

die Entwicklungskoeffizienten in der bisher iiblichen Notation bezeichnen. Entsprechend
der Definitionsgebiete entwickelt man in (5.1)

1. fiir 0 <7 <6 die Funktion ®9(s) an der Stelle s = § und @4 ;(s) an der Stelle
S1 = T sowie

2. fiir 7 > § die Funktion ®54,(s) an der Stelle s5 = 7 und @y 4(s) an der Stelle
S1 = d.

Im weiteren werden die Betrachtungen fiir 0 < 7 < § und 7 > ¢§ aufgrund der ver-
schiedenen Stellen, an denen die Funktionen entwickelt werden, getrennt fortgesetzt.
Zunichst werden die asymptotischen Entwicklungen von R, (7) fiir 0 < 7 < ¢ und
T > 6§ hergeleitet. Im Anschlufs daran werden die Teile wieder zusammengefiigt sowie die
beziiglich 7 punktweise Variante der Entwicklung in eine Potenzreihe und eine beziiglich
7 gleichméfige Reihendarstellung formuliert.
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Entwicklung von R,,,,(7) fir 0 < 7 <6

Das Einsetzen der Taylorentwicklung liefert die Darstellung

Ry, (7)
T—=0 z
N Y [
- Z % ‘Pé{;)gz(fs) / R()(t —ev — 8) dv + <1>§{,11(T) / R(v)(—ev) dv
j=0 " —0o0 T2

+ a9 () / R(v)(ev — 27 dv + BY) () / R(v)(ev — 7 — §)idv

- i — oY) (9) / R(v) <—v + 1= 5)j dv + @), (1) / R(v) (—v)’ dv

+ Q%JFI(T,E,(s)

(5.4)
mit dem Restglied
=2 T—EV
onH(r,e,8) = % / R(v) / (I)é]’\;?—l)(s)(T —ev — 8)Vdsdv
. —0o0 1)
+ / R(v) / @%71)(3)(7 —ev — s)Ndsdv
T—34

i (5.5)

R(v) / @gﬁ;l)(s)(ev — 7 —5)Ndsdv
R(v) / @gﬁ;l)(s)(ev — 7 —5)Ndsdv

Lemma 5.2 Seien Q;(+), Qa(-) € Y. Dann ist die Darstellung (5.4) eine gleichmafige
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asymptotische Entwicklung der Korrelationsfunktion Ry, .,(T) auf [0,0] fir e — 0 mit
on(r,e,8) = O(NT2),

Beweis.

Wie im Beweis von Satz 4.4 ist zum einen die Ordnung der Entwicklungsglieder und
zum anderen die Ordnung des Restgliedes nachzuweisen. Es werden Abschatzungen der
vier Integrale in den Entwicklungskoeffizienten angegeben, die dann auch fiir die Ab-

schétzung des entsprechenden Terms im Restglied Verwendung finden. Bezeichnen Cl; »

Konstanten, die die j-te Ableitung der Funktionen ®, ,,(7) betragsméfig auf dem jewei-
ligen Definitionsgebiet beschrénken, d. h.

‘q)zkl ‘<C(]),i,k,l:1727j:07__.7]\7+1’
dann folgt aus den vier im weiteren angegeben Punkten die Behauptung:

1. Fiir das erste Integral in (5.4), das Bestandteil des Entwicklungskoeffizienten ist,
ermittelt man die Abschitzung

T—38 T—8 T—4
/R(U)(T—av—é)jdv g/|R(v)||7'—5v—5|jdv§/\R(U)Hedev

1

0
< / |R(v)||ev[ dv < R(O)ej/vjdv = ng,
5 0

j+1

da fiir die Integrationsvariable gilt v < TT_‘S <0, woraus 0 < 6 — 7 < —ev und
damit auch | —ev — (§ — 7)| < —ev = |ev| gefolgert werden kénnen.

Die erhaltene Abschitzung wird ebenfalls fiir die Bestimmung der Ordnung des
entsprechenden Summanden des Restgliedes verwendet. Man erhélt

N / / g\;fl (1 —ev — 5)Vdsdv

C (N+1) €
I /|R / |7 — v — s|Nds| dv

C HN+1) g C (N+1)R(O)
72 M R r—ev—oNdv < 72 M gN+2 ,
(N +1)! /| I d (N +2)!
wenn zusatzlich
T—EV 0 | 5|N+1
— — ds| = ds| =
/ |7 —ev—s|Vds / |s|™ds N1
é T—ev—0

eingesetzt wird.
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Analog ermittelt man die Ungleichungen

2. — fiir den Entwicklungskoeffizienten

T

= 1
/R(v)(—ev)jdv < / \R(v)Hedevgaj/\R(v)Hdevg e,
J
—1

T—0 T—0
e e

— fiir das Restglied

N / / @%jl —ev — 5)Ndsdv

C (N+1)E
vt /|R /|7’—€U—S|Nd$ dv

Copwv+n € 20w+ R(0)
% N+1 O ki N+2
R(v)||ev dv < —~ o ¢
(N +1)! / [R(v)llev (N +2)!
3. — fiir den Entwicklungskoeffizienten
T+6 T+6 T+§

/R(v)(sv—QT)jdv < / |R(v)||ev — 27 dv < / |R(v)|(ev)?dv

T T
1>

S 5

1
< ejR(O)/vjdv = @&J,
J+1
0

da fiir 0 < 7 < ev die Ungleichung |ev — 27| < ev folgt,
— fiir das Restglied

‘r+6
N+1)
N'/ /CIDEU:F — 7 —8)Vdsdv

EV—T
cI)(N+1)€
— /\R /|5v—T—s\Nd5 dv

Cyoxn R(0)

C €
_ q)gz\lr;d) / |R |€U 27‘|N+1dv < llk EN+2,
(N +1) (N +2)!

o o3
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4. — fiir den Entwicklungskoeffizienten

7]%(1})(5@ —7 =8 dv| < ]o |R(v)||lev — 7 — 6)/dv < 7 |R(v)|(sv) dv

) T+6

T
5

5 €

1
< R(O)ej/vjdv = @H,
J+1
0

da im Fall 0 < 7+ 6 < ev auch |ev — (7 + 0)| < ev gilt und

— fiir das Restglied

/ / @%jl — 71— 8)Vdsdv

C (N+1) € T
B /\R / lev — 7 — s|Nds| dv
5

ch(z\lr;rné N+1 C (Ijljl)R( ) N2
2 R(v)|jev — do < k7 N2
- /\ llew =7 — 8]y < e
T4+5

S

Entwicklung von R, ,,(7) fiir 7 > §

In diesem Fall ergibt sich durch Einsetzen der Taylorentwicklung die Darstellung der

Korrelationsfunktion

Ry (7) (5.6)
ZE, oY) (7 / R(v)(—ev)idv + B9, (5) / R(v)(r — ev — 8)dv

5

)

+(I)§lk(5)/R(U)(gv_T_é)jvar@?l)k( )

R(v)(ev — 27)dv

t\g

T

€

+ g%“(T, g,0)
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mit dem Restglied
on T (r,e,8) = % / R(v) / CIDSELU(S)(T —ev — 8)Vdsdv

+ / R(v) / @g{ifl)(s)(T —ev — 5)Vdsdv

B (5.7)

R(v) / @g{}f;l)(s)(ev — 7 —5)Ndsdv

R(v) / @%jl)(s)(ev — 7 —8)Vdsdv

Lemma 5.3 Seien Q;(+), Qa(-) € Y. Dann ist die Darstellung (5.6) eine gleichmafige
asymptotische Entwicklung der Korrelationsfunktion Ry, .,(T) auf [0, 00) fir e — 0 mit
o H(r,8,8) = O(ENF2).

Beweis.

Analog zum Beweis von Lemma 5.2 sind Abschédtzungen fiir die vier Integrale der Ent-
wicklungsglieder und der dazugehorigen Terme des Restgliedes zu ermitteln. Die Behaup-
tung ergibt sich aus den Ungleichungen

1. — fiir den Entwicklungskoeffizienten

T—0 T=3

/R(v)(—sv)jdv §j\R(U)HstdvSej/1|R(v)||v\jdv§ . e,

—00
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— fiir das Restglied

3
N /R(v) / @;{\,271)(5)(7' —ev — s)Ndsdv

C W+ e

C N+ £
2 Kl

= e /|R )||ev]¥Hdv <

2. — fiir den Entwicklungskoeffizienten

T

T—=0
€

< RO

—J+1
da fiir ev > 7 — § > 0 die Ungleichung |7 — ev — 4|
— fiir das Restglied

154

% /R(v) / Oy (8) V(7 — ev — 5)Ndsdv
' /

5

e T /|R /|T—€U—5\Nd5 dv

20, v R(0)
2 Kl N+2

(Nt2) ©

/R(v)(T—ev—é)jdv < / |R(v)||7‘—5v—5|jdv§/|R(v)|(5v)jdv

= lev — (7 = 9)| < ev folgt,

(I)(N-H) £
— /|R / |7 —ev — s|Nds| dv

C N+ £
@y Lkl

OES) /|R )| —ev — 6N do <

€

3. — fiir den Entwicklungskoeffizienten

T+8 T+8
13

B B
1

< ajR(O)/vjdv @&J
J+1

0

Cyoven R(0)
@ Skl €N+2
(N +2)! ’

T+8

/R(v)(av—T—é)jdv §/|R(v)||5v—7—5\jdv§/E\R(v)\(sv)jdv

5

Y
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daim Fall 0 <0 <7 <ev auch 0 < 74§ < 2ev und damit |ev — (7 +6)| < ev gilt,
— fiir das Restglied

N — 7 — 8)Ndsdv

™
ml*\\m

oy
—~

4
~—

07\
o
53
=

—~

»
N—
—~

(O}

4

T
€

T_"’&
C‘Dgl\zlkﬂ)g [ o N
gT/\R(z})\ /|5v—7'—5\ ds| dv
T4+6

C (N+1)E C (N+1)R(0)

llk R . 5N+1d < 1lk N+2
(N+ /| ev — T =4 v 7(]\[—1—2). € ,

4. — fir den Entwicklungskoeffizienten

R(v)(ev — 27)dv| < / |R(v)||ev — 277 dv < / |R(v)|(sv) dv

t\g

™

€ €

1
< R(0)e’ /vjdv = wsj,
J+1

0

da aus ev > 7+ 0 > 7 > 0 die Ungleichung |ev — 27| < ev folgt und
— fiir das Restglied

N / / @éﬁ;l — 7 — 8)Ndsdv

(N+1) €

Cy

— 2k /|R /|€U—T—S|Nd8 dv
C (N+1) €

. Cyoven R(0)

_ 2,1k R 9 |N+14 < a1k N+2
W+ /| )||ev — 27| v TINTO £

8

O

Die Abschétzungen der Terme des Restgliedes in den beiden Féllen 0 <7 < dund 7 > ¢
lassen sich schlieflich zu einer gemeinsamen oberen Schranke zusammenfassen, so dafs
gilt
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R(O)€N+2 (

’QNJrl T, 8,5)’ < m

2C SN+ +2C (N+1) +C (N+1) +C (N+1)> , T € [0, OO)

1k:l 2lk:

5.2 Punktweise asymptotische Entwicklung

Betrachtet man die Entwicklung aus Lemma 5.2 und 5.3 punktweise, d. h. fiir festes 7 > 0,
festes d > 0 und € — 0, dann sind je nach Lage von 7 und ¢ zueinander die vier Integra-

tionsgebiete der Integrale der Entwicklungskoeffizienten (—oo,TT_‘S), (T J T) (T T+5)

e e el €
und (TTJ”S, oo) fiir e — 0 dahingehend zu untersuchen, wie diese im Verhéltnis zum In-
tervall (—1, 1) stehen, in dem der Integrand nicht verschwindet. Wird der Durchschnitt
fiir e — 0 leer, kann der jeweilige Term zum Restglied hinzugefiigt werden. Dabei sind

die folgenden vier Félle zu unterscheiden.

1. 7=0:

i 25, (5) / R(v) <—v—g)jdv+q>§{;l(0) /O R(v) (—vY du

s
€

—00 _d
¢ oo
[ 5 j
+ o) (0) / R(v)oidv + 0),(6) / R(v) <v _ g) do
0 [

+ Q%“(O, g,0)

J=0 7!
2. 0<7<9d
Repyr, (7)
T—=0 T
- el (4) [ [ J
:ZT ®530(0) [ R(v) [ —v+ 5 dv+@1kl( ) | R() (—v)! dv
]:O —o T—
46 N ]
E T+0)\’
o) [ B (o-20) aor o) [ R0 (0- 50
T s
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3. T=90":
kaxl(é)
B Z ﬁ Piuld) / R(v)(=v)dv + @Y kl(5) /R(v) (—v)’ dv

= ! . €
T+6 ) o
[ T4\’ T\

o050) [ #) (0= T20) dwrafyn) [ pw) (0-22) o

T T+8

+ Q%JFI(T, e,0)

N

gJtl )
=2 ®an(r) + 0.
Jj=0 ’

Zusammenfassend ergibt sich die Entwicklung in eine Potenzreihe von ¢.

Satz 5.4
Seien Q1(+), Q2(+) € &N. Fiir feste T > 0 gilt die punktweise asymptotische Entwicklung
der Korrelationsfunktion

(1, [q,(0) + ¥,(0) + g, (0) + w3, (0)] 7 =0
N .
kaxl<7_> _ Z ifl Hj [Qil T)+ wkl ] ' 0<7<9 + O<€N+2)
=0 1| g (0) + (= 1)kl (6) T=10
115 (7) T>0

mit den Entwicklungskoeffizienten qil(-) und den Unstetigkeitstermen wil() entsprechend
den Beziehungen (5.2) und (5.3). Die Entwicklung fiir T < 0 ergibt sich aus der Beziehung

Rrkmz (T) = errk (_T> .
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Man erkennt die Unstetigkeitsstellen 7 = 0 und |7| = §, wobei die Unstetigkeit bei
|7| = 6 im Spezialfall gleicher Kernfunktionen @Q(-) = Q2(-) = Q(-) nur auftritt, wenn
wenigstens eine der Ableitungen der Ordnung j = 0,..., N — 1 der Kernfunktion Q(t)
an der Stelle ¢ = § wirklich unstetig ist (vgl. Definition der Unstetigkeitsterme 7,(7)
in (5.2)). Die Unstetigkeit bei 7 = 0 (fir N > 1) ist aus dem schon betrachteten Fall
stetiger Kernfunktionen bekannt.

Mit der Forderung Qy(-) € &~ aus Kapitel 4 sind auch die in diesem Kapitel gestellten
Forderungen an die Kernfunktionen erfiillt, eine Entwicklung der Korrelationsfunktion
nach Satz 5.4 ist ebenfalls moglich. Fiir solche Kernfunktionen verschwinden die Unste-
tigkeitsterme wil(T), j = 0,..., N, die punktweisen Entwicklungen stimmen iiberein.
Die punktweise Entwicklung ist eindeutig, da es eine Entwicklung in eine Potenzreihe
von € ist.

5.3 Gleichmafiige asymptotische Entwicklung

Die gleichméfigen Entwicklungen nach Lemma 5.2 und 5.3 werden zu einer Entwicklung
auf R, zusammengesetzt, d. h. sowohl die Entwicklungsglieder als auch das Restglied
ergeben sich als stiickweise definierte Funktionen fiir 0 < 7 < § nach (5.4) und (5.5)
sowie fiir 7 > § nach (5.6) und (5.7).

Analog zu Abschnitt 4.4 wird eine Aussage zur Konvergenz der Folge der Approximatio-
nen formuliert.

Satz 5.5 R
Seien Q1(+), Qa(+) € &>, Konvergieren die Taylorreihen

N 50)
P S; .
Q; (ti) = E %<)(tZ —s), i=1,2
=0 7

fiir alle t1, s1 € [0, 9] und alle t5, so € [0, 00), dann konvergiert fiir alle festen €, > 0 und
7 € R die Folge der Approximationen “R,, ., () fiir N — oo gegen Ry, ., (7).

Nun sollen noch einige Vereinfachungen in der Darstellung vorgenommen werden. Eine
tibersichtlichere Notation wird durch die Verwendung der Korrekturterme r;(-,-) und
speziell &; ;(-) erreicht. Im Fall 0 < 7 < § erhélt man fiir die Terme in den Entwicklungs-

gliedern
—0\’ §— §—1 §—
/R(U) <—U+T8 ) d’l}:l[o,l) ( 57—) K,j ( 57-’ 57-)

6 —T
= 1(575,5} (T)/il,j < ) )

€



88 5 KORRELATIONSFUNKTION BEI STUCKWEISE GLATTER KERNFUNKTION

j (o) (=) do =5 = (=17 (s () = Tamealrras (257 )

‘ Ny T T+6 21
/ R(v) (v — 2—) dv =1190)(T)k2,; (g) — L) (T)R; < Z 7?)

und

i +0Y’ +0
/R(v) <v— T . ) dv =19 ._s)(T)k1; <T . ) :

Die Terme in den Entwicklungen fiir 7 > § stellen sich dar als

T=0
e

[ R (07 do == 0 Bpsr(res (22

;R(v) ot T2 o = (1) LI =
[ o (-+7) |

sowie

3 £

7 T\J T+6 27
/ R(v) (v — 2g> dv =15._5)(T)k; < ,—) )
+6

Fiir ¢ < 26 verschwinden die Terme mit dem Faktor 1(5 .5 (7) und fiir ¢ < § zusétzlich die
Terme mit 1jg._4)(7) sowie 15.)(7). Betrachtet man die Entwicklung als asymptotische
Entwicklung fiir ¢ — 0, wird € jedes feste § > 0 unterschreiten. Fiir Approximationen mit
festem ¢ sind diese Terme aber gegebenenfalls zu berticksichtigen. Im weiteren wird aus
Griinden der Ubersichtlichkeit sogar von ¢ < g ausgegangen, denn dann iiberschneiden
sich die Bereiche [0,¢) und (§ — €, ] nicht. Durch diese Einschrdnkungen kommen nur
noch Korrekturterme des Typs &, ;(+) vor.
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Satz 5.6
Seien Q1(+),Q2(-) € &Y. Im Fall ¢ < 8 gilt fiir die Korrelationsfunktion auf [0, 00) die
gleichmaéfige asymptotische Entwicklung

N il
Ry, (7) :ZT<P ((7:6,0) + o (7€, 0)
j=0 7

mit den Entwicklungskoeffizienten

@f;l(ﬁe,é)
( [qiz(T) + wil<7>} [Nj — (—=1) ko, (%)] + [ql]k(T) + Q/Jfk(T)] Hz,j(g) T € [0,¢)
(g, (7) + &, (D)] 1y TE[g,0—¢)
=9 (@, () + 0L(T)] [ — k0, (55)] + ay(8) ki (55F) reld—e,0)
qla(7) 15 = (=1 k05 (F22)] + [a(6) + ¥(8)] (=1 r1(2) T E€[6,0+¢)
(T TE[0+¢€,00)

und dem Restglied oyt (7,¢,6) = O(eN*?) nach (5.5) und (5.7).

Setzt man zum Vergleich mit Kapitel 4 Kernfunktionen Q,(t), Q2(t) € &~ voraus, erhilt
man nicht die asymptotische Entwicklung nach Satz 4.4, d. h. die dort angegebene Ent-
wicklung ist kein Spezialfall, da sich die Approximationen fiir 7] € (6 —¢,d) U (9,8 +¢€)
unterscheiden (man vergleiche mit der Darstellung (4.19)).

5.4 Vektorwertiger Fall

Es wird nun davon ausgegangen, dafy die Kernfunktionen Qi(:) und @s(-) komplexe
Matrixfunktionen und ( °f).~o komplexwertige Zufallsvektoren sind. Die Herleitung der
Entwicklung verlduft analog zum eindimensionalen Fall. Es ist jedoch zu beriicksichtigen,
daf die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist. Die bereits in Kapitel 4 fiir den
vektorwertigen Fall eingefithrte Abbildung (-, -) wird verwendet. Neben den bekannten
Ausdriicken <q£l(s) , B> fiir die Entwicklungskoeffizienten bezeichnen

(), BY = S (-1 Q e 5B [QE @) - QT O)] L el

m=0

die Terme der Unstetigkeiten, wobei mit der Festlegung

Via(s) <wkl 1)
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die Einheitlichkeit zur bisherigen Bezeichnung bewahrt bleibt. Treten im ersten Argu-
ment Summen von Termen gj,(s) bezichungsweise 17,(s) auf, dann ist die Abbildung
nach der Vorschrift

<qkl + wkz > = <qkl B> + <¢£z(5)v B>

aufzulosen.

Die Entwicklungsséitze lassen sich nun iibersichtlich formulieren. Die Verallgemeinerun-
gen der Sitze 5.4 und 5.6 lauten

Satz 5.7
Seien Q1 (-), Q2(-) € &Y. Fiir feste 7 > 0 gilt die punktweise asymptotische Entwicklung
der Korrelationsfunktion

( <qil<0> + wkl > + <q ) + Q/Jlk /ij> 7=0

Ry . (7) = iﬂ <q;l<7) + d’kz( ) > | 0<7T<d
; I (0) ) + (=17 (w0, (0), 5y) =6
\ <Qil(7_) s > >0

=+ O<€N+2)

Die Entwicklung fiir T < 0 ergibt sich aus der Beziehung R, ,,(7) = R} . (—T).

TITk

Satz 5.8
Seien Q1(+), Q2(-) € Y. Im Fall ¢ < 8 gilt fiir die Korrelationsfunktion auf [0,00) die
gleichméfige asymptotische Entwicklung

N .
€]+1 )
Rmkml (T) = Z T‘Pil(ﬁ g, 5) + Q]k\;Jrl(Tu g, 5)

=0

mit den Entwicklungskoeffizienten

@il(ﬂf‘:a(s)
(i (7) + () 1 = (=105 (2)) + (ah(7) + (1) mas (D)) T €0,2)
<q£z(7') + 1%(7) > TE[e,d—¢)
- <q£z(7') + (1), W — Ko (=T 6 )> + <qk1 "iij(%)> TE—¢,0)
(@) s 115 = (=1 ko (722)) + (=107 (@ly(0) +vy(8) mr3(0)) 7€ [5.5+¢)
L(qli(7) 1) T[S+ e, 00)

und einem Restglied ob ™ (7,¢,8) = O(eN+2).
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Das Restglied gN *(7,e,6) 1kt sich unter Beriicksichtigung der Nichtkommutativitit
der Matrixmultiplikation fir 0 < 7 < § analog zu (5.5) und fiir 7 < ¢ analog zu (5.7)

formulieren. Eine Abschitzung im Fall ’Q N (¢ )’ < Cyv+y ist durch
k

on T (1,¢)] (5.8)
Crelt? ! i * N+1 | N+
~ m 4CQI(N+1)* |Qk(U)| du + QCQECN-H) |Ql (U)| du + 20¢kl Cwl*k
0 0

gegeben, wenn die Konstanten Céi ;Ll obere Schranken fiir die Unstetigkeitsterme der
Form

N
>l |eli o) - @ )| < et re o,
m=0

darstellen.

5.5 Konvergenz der Folge der Approximationen

In Anbetracht der Abschétzung des Restgliedes (5.8) stellt sich die Frage nach einer hin-
reichenden Bedingung fiir die gleichméfige Konvergenz der Folge der Approximationen
analog zu Korollar 4.17.

Korollar 5.9 R
Seien Q1(+), Q2(-) € B>, Existieren nichtnegative Konstanten Cy, Cy und Ny, so dafs

Q1) < Com NG, teRy, k=12, fir N> Ny (4.18)
k

gilt, dann konvergiert fiir jedes ¢ > 0 die Folge der Approximationen ™R, ., (-) gleichmé-
kig auf R gegen die exakte Funktion, d. h. es gilt

Rypny(7) = lim VR, .. (7).

N—oo

Beweis.

Es ist nachzuweisen, dafs die Schranken Cfp\; Tl in (5.8) ebenfalls (4.18) erfiillen. Die Bedin-
gung fiir gleichméfige Konvergenz (4.18) ist dquivalent zur Forderung, dafs nichtnegative
Konstanten C4, Cy und Cj existieren, so daf

Com <C3(N+1)CY, k=12, N=0,1,...

gilt. Fiir den Unstetigkeitsterm 1/, "' (+) 1ift sich wegen
N—m) N—m)x*
zpa\p< (@) - Q)]
m=0

< 1RO (10 @)+ 1@ o)1)
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N
<Y Cy(m+1)DC205(N —m+ 1))

m=0
N
—202CF Y (m 4 )N —m + )% < 203N + 12071 CY
m=0
eine Schranke C’fp\; Tl vom selben Typ finden. -

5.6 Abschwachung der Voraussetzungen

Wendet man die ,klassischen” Entwicklungssétze fiir Integralfunktionale schwach korre-
lierter Funktionen (|26, 27]) auf die Situation in Abschnitt 4.1 an, so erhélt man unter
der Zusatzvoraussetzung von Annahme 3.2 an den eingehenden Zufallsprozef das Korol-
lar 4.6 fiir N = 0 und N = 1 mit einer Fehlerordnung o(eV*1!) anstatt von O(eV*2). Mit
der schwécheren Aussage zur Fehlerordnung sind auch schwéchere Voraussetzungen an
die Kernfunktionen der Integralfunktionale verbunden.

Die Voraussetzung Q(-) € &V (und damit auch Q(-) € &) entsprechend der Annah-
me 4.2 lafst sich fiir bestimmte Entwicklungssidtze in den Kapiteln 4 und 5 wie folgt
abschwéchen.

Satz 5.10
Erfiillen die Kernfunktionen Qy(-) anstatt Q(-) € & (bzw. Q/SN), k =1, 2, die Forderung

o fiir N=0:Qu(-) € Ly N Lo,

o fiir N >1: Qp(-) € &Y (hzw. &N-1),

dann gelten die Entwicklungssétze 4.4, 4.11 und 5.6, die Lemmata 5.2 und 5.3 sowie
die daraus folgenden Korollare ohne die Angabe des exakten Restgliedes und mit einer
Fehlerordnung o(eN*!) anstatt von O(eV*2).

Beweis.

In den Beweisen sind die Restglieder in Integralform fiir die Taylorentwicklung der Funk-
tionen gy (-) (man beachte Bemerkung 4.19) und ®; () durch die entsprechenden Pea-
noschen Restglieder zu ersetzen. O

Die Forderungen an die Kernfunktionen in den Sdtzen 4.8 und 4.14 lassen sich eben-
falls abschwichen. Das ist jedoch nicht auf die eben beschriebene Weise moglich. Hierzu
sind weiterfithrende Uberlegungen notwendig, auf die an dieser Stelle nicht eingegangen
werden soll.



Kapitel 6

Anwendungen

Im folgenden werden die verschiedenen asymptotischen Entwicklungen der Kapitel 4 und
5 zur Korrelationsanalyse des Systems

Z(t,w) = Az(t,w) + g(t,w) (2.1)
mit )
glt,w) =Y Puf®(t,w) (2.4)

benutzt. Wie aus Abschnitt 2.2 bekannt ist, ist der Fall eines Systems héherer Ordnung
(2.2) hierin enthalten. Die theoretischen Aussagen werden allgemein fiir das System (2.1)
getroffen. An einem Beispiel fiir (2.2) werden die Eigenschaften der Entwicklungen bei
verschiedenen Ansétzen der zufilligen Erregung f(¢,w) diskutiert.

Grundsétzlich sollen zwei Modelle der Erregungsfunktion f(¢,w) zum Tragen kommen,
die auch in [28] vorgeschlagen wurden. Zum einen ist dies die direkte Erregung durch
e-korrelierte Prozesse. Zum anderen wird der Prozef f(¢,w) als Integralfunktional eines
e-korrelierten Prozesses angesetzt. Wie in [9, 13, 28| gezeigt wird, eignen sich diese An-
sitze zur Modellierung fiir eine Vielzahl von typischen Zufallseinfliissen, wie z. B. einer
zufalligen Strafsenoberfléche.

6.1 Systeme mit e-korrelierter Erregung

6.1.1 Modellierung der Erregung

Die Modellierung der Erregung ¢(t,w) des linearen Systems (2.1) erfolgt mittels eines
geeignet oft differenzierbaren e-korrelierten Prozesses °f (t,w), d. h.

g(t,w)=> P fP(tw). (6.1)
k=0
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Aus Abschnitt 3.2 ist bekannt, daf verschiedene Ableitungen von °f(¢,w) nach Definition
3.1 zwar e-korreliert sind, jedoch nicht gleichzeitig Annahme 3.2 erfiillen.

Sei R(-) die generierende 1-korrelierte Korrelationsfunktion des Prozesses °f(t,w), d. h.
Ry (7) = R (g) Dann ergeben sich die Korrelations- bzw. Kreuzkorrelationsfunktionen

-
Rsf(k)sf(l)(T) = (—l)ke_k_lR(k—H) (g) , k,l=0,...,p, (6.2)

und die Korrelationsfunktion von (6.1)

p

p
* ke T «
Rgg(T) = Z PkREf(k) (D) (T)Pl = Z (—].)kE k lPkR(k-‘rl) (g) P[ .

k,1=0 k,1=0

Zumindest ein Diagonalelement der Korrelationsfunktion Ry, (7) wichst wenigstens im
Punkt 7 = 0 fiir ¢ — 0 von der Ordnung ¢ %, wenn die Matrix P, verschieden von O
ist.

Bemerkung 6.1 Um eine Korrelationsfunktion R,,(7) = O(1) zu erhalten, multipli-
ziert man die Gleichung (6.2) mit €%. Das entspricht einer rechten Seite

g(t,w) =" P f P (t,w) (6.3)

mit f(t,w) = e?*f(t,w). Die Korrelationsfunktion von ¢f®)(¢,w) wird dann von der Kor-
relationsfunktion (—1)? RP)(-) generiert. Fiir die asymptotische Entwicklung der Korre-
lationsfunktion des Systemausgangs ist es unbedeutend, welche Ableitung diese Eigen-
schaft hat. Die Entwicklungen der Korrelationsfunktionen fiir den alternativen Ansatz
erhilt man, indem man die angegebenen Formeln mit €% multipliziert.

Wenn nicht ausdriicklich erwahnt, soll dieser Ansatz daher nicht verwendet werden.

6.1.2 Entwicklung der Korrelationsfunktion

Die stationédre Losung von (2.1) hat die Gestalt
P t
Z(t,w) = Z / G(t — s) P, 5f ") (s,w) ds . (6.4)
k=0 *

Fiir die Anwendung der Entwicklungsséatze ist es erforderlich, Eigenschaften der Matrix-
exponentialfunktion G(t) = e zu untersuchen.

Lemma 6.2

Fiir die Matrixexponentialfunktion G(t) = e#

t einer stabilen Matrix A gilt
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1. G(-) € > und

2. G(+) erfiillt die Bedingung fiir die gleichméfige Konvergenz (4.18).

Beweis.
Die Gestalt der Matrixexponentialfunktion wird ausfiihrlich dargelegt, da einige Details
im néchsten Abschnitt noch benétigt werden.

Eine beliebige quadratische Matrix A (in diesem Fall der Dimension nr x nr) laft sich
durch Ahnlichkeitstransformation mit einer reguldren Matrix V' in die Jordansche Nor-
malform J = VAV bringen (|44, 47]). Die Matrix J ist dabei wie folgt aufgebaut.
Seien Aq,...,\q die verschiedenen Eigenwerte von A mit den (algebraischen) Vielfach-
heiten ny,...,ng, wobei ny + - - - + ng = nr ist. Dann hat J die Blockdiagonalgestalt

T = diag(Juy,()s oy Ty, s Ty ) T, ()

wobei die (m x m)-dimensionale Matrix

ein sogenannter Jordanblock der Dimension m zum Eigenwert A ist. Fiir m = 1 ist

Ji(\) = A

Zu jedem Eigenwert \; bezeichnet die Zahl der vorkommenden Jordanblocke g; dessen
geometrische Vielfachheit und die Zahlen n;, k = 1,. .., g;, die jeweiligen Dimensionen,

9i
wobei gilt > nip=mn;,i=1,...,d.
k=1

Die Matrixexponentialfunktion eines Jordanblockes J,,(\) ist nach [2] durch

Lt e " (1))
QIm Nt 1
t
1

gegeben, die Matrixexponentialfunktion von A berechnet sich entsprechend der Formel
M =velty-t.

Bezeichnet n; max := max{n;,...,n;,} die grofte Dimension eines Jordanblockes zum
Eigenwert \; der Matrix A, kann die Gestalt der Matrixexponentialfunktion spezifiziert
werden. Die Elemente von e?* sind Funktionen

d
> eMpi(t), (6.5)

i=1
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wobei die Polynome p;(t) vom Grad kleiner als n; pm.x < n; sind.

Aus der Darstellung der Matrixexponentialfunktion wird ersichtlich, daf fiir eine stabile
Matrix A (reell- oder komplexwertig) G(t) = et € > auf R, gilt.

Auferdem ist aufgrund der Abschéatzung
GO0 = 4% ¥ < |A4¥] || < 1A o
die hinreichende Bedingung (siehe Korollar 4.17) fiir die gleichméfige Konvergenz erfiillt.

O

Im Spezialfall, daf fiir jeden der verschiedenen Eigenwerte die geometrische und die
algebraische Vielfachheit iibereinstimmen, bezeichnet A = VAV ™! die Eigenwertzer-
legung der Matrix A mit der Diagonalmatrix aller (auch gleicher) Eigenwerte A =

diag(Aq, ..., Anr).

Lemma 6.2 sichert die Existenz der asymptotischen Entwicklung der Korrelationsfunk-
tion von (6.4) beliebiger Ordnung, da sich jeder Summand der Korrelationsfunktion

t t+7

R.. Z / / (t — u) PRy (v — w) PG (t + 7 — v) dvdu
kel=0_" %
& rr u+7T—0
= (ke ’//G )P, R*+D (7> PrG*(v) dvdu
k,1=0 0 0 ¢

(man vergleiche mit (4.4)) nach Satz 4.4 entwickeln 14ft.
Mit den Entwicklungskoeffizienten

qkl / G(j)*(u + T)) du
0

erhélt man die Entwicklungen der Korrelationsfunktion fiir 7 > 0

p N- 2p+k+l

-2 Y U e e (D)) s

k,l1=0 7=0
v T B
<QIJIC (T)7 K‘gfj ) <E)>] O<8N 2 2)7

und analog aus den Satzen 4.11 und 4.14 fiir 7 > 0

p N— 2p+k+l 8] k— l+

=2 2

k=0  §=0

(o i+ o (3)) 60

— (@) w5 (D)) + o)
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und
b T
Ra(r)= Y (-0 IRRED (D) Ry (6.8)
k,l1=0
k+1>2p—N—-1
Sk eI~k +2 (k+1) (k+1)
* 1
-3 Y (), i+ sl (5))
k,l1=0 7=0

(a0 w0 (D)) o oEr ).

Wie sich die Entwicklungen fiir 7 < 0 ergeben, wird an dieser Stelle nicht wiederholt, die
entsprechenden Beziehungen sind in den genannten Satzen zu finden.

Bemerkung 6.3 Die Tatsache, dafs die Approximationen fiir ¢ — 0 womdglich unbe-
schrankt sind, stellt keinen Widerspruch zur Definition einer asymptotischen Entwick-
lung dar. Mit dem abgewandelten Ansatz von ¢(t,w) aus Bemerkung 6.1 1kt sich der
beschriebene Umstand im iibrigen vermeiden.

Zusammenfassend l&ft sich folgender Satz formulieren.

Satz 6.4
Sei ein System (2.1) mit einer Erregung durch e-korrelierte Prozesse nach (6.1) gegeben.

Dann existieren die asymptotischen Entwicklungen von (6.6), (6.7) und (6.8) fiir alle
N € Ny und die Folgen der Approximationen konvergieren fiir jedes € > 0 und N — oo
gleichméfig gegen die exakten Funktionen.

Im Sinne der typischen Darstellung sollen im néchsten Schritt die Entwicklungen nach
Potenzen von ¢ sortiert werden. Dazu wird in den Dreifachsummen von (6.6), (6.7) und

(6.8)

p  N-—2p+k+l
Z Z gjfkflJrl k,l,j Z Z gi=2r+ly, k,l,] 2p+/{:+l)
El=0  j=0 k=0 j=2p—k—I
N 4
=N k= 24k + Dok
j=0 k=0
N p
= TN (kL j—2p+k+1)
§=0 k=0
k+1>2p—j

die Summationsreihenfolge gedndert. Die Funktion u(k, [, j) steht dabei abkiirzend fiir die
verschiedenen Summanden bis auf den Faktor der e-Potenz und soll lediglich verdeutli-
chen, wie die Summationsindizes transformiert werden. Die umgeordneten Entwicklungen
werden nicht nochmals angegeben.
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Besonders interessant ist der Fall N < p. Dann fithrt die Bedingung k£ +1 > 2p — j
in der inneren Summe dazu, daf die Werte 0 < k,I < p — N der Summationsin-

dizes k und [ fiir alle 7 = 0,..., N ausgeschlossen sind. Fiir die Approximationen
NR..(7) und MR.;(7) spielt es dann keine Rolle, ob in der Erregung (6.1) die Terme
Pocf(t,w), ..., Pyn_15fP~ V=Y (¢, w) vorkommen oder nicht. Bei der Entwicklung von

R;: () stellt sich diese Situation aufgrund des ersten Terms fiir N 4+1 < p ein. Dann sind
die Summationsindizes 0 < k,l < p — N — 1 ausgeschlossen. Diese Summe kann durch

p p N+1 min{2p,N+1} )
—k—1 —2 i—2
E e " u(k,l) = E E 1jmop—r-nye’ Pulk,l) = E gl =® E u(k, 1)
e, 1=0 k,1=0 j=0 =0 e, 1=0
kH>2p—N—1 k-H=2p—j

in eine entsprechende Gestalt gebracht werden.

Aus den asymptotischen Entwicklungen (6.6), (6.7) und (6.8) folgen unter anderem die
Ordnungen der Korrelationsfunktionen

R..()=0(™"), Rs(1) = O(e") und Ry:(r) = O(e™™).

Diese entsprechen gerade der kleinsten e-Potenz. Waren die Korrelationsfunktionen tat-
sichlich sogar von hoherer Ordnung, wiirde das der eben gemachten Aussage nicht wi-
dersprechen. Eine mogliche Ursache wére, dafs z. B. der Faktor
2p)* 2p) (T . 2p) (T
(=1 [{dh ), ™" = (2)) + (an) . 553 ()]

vor e 2’1 in der Entwicklung von R..(7) nicht wie bisher lediglich angenommen von
der Ordnung O(1) ist, sondern aufgrund der Eigenschaften des Entwicklungskoeffizien-
ten qu(T) sowie der Eigenschaften von Korrelationsmomenten und Korrekturtermen der
Ableitungen von 1-korrelierten Prozessen auch von der Ordnung O(e) ist. Mit dieser
Thematik beschéftigt sich der folgende Abschnitt.

6.1.3 Alternative Bestimmung der Entwicklung

Fiir ein System 1. Ordnung fithren die Darlegungen aus Abschnitt 2.2 zu den Darstel-
lungen

t

z(t,w) = /( (—1)kG(k)(t—s)Pk> f(s,w)ds

o \k=0

p—1 /p—k
+ ( (_1)j1G(j1)<0)Pk+j> Tt w)

Jj=1

- / Qt —s)°f(s,w)ds + Z Qro M (t,w)
k=0
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und

= / Q'(t—s)%f(s,w)ds+ Z Qr1 5f P (t, w)
k=0

—00

(man vergleiche mit der Formel (2.7) fiir die Werte 7 = 1 und ¢« = 0 bzw. (2.8)), wenn

p
Q) =Y (-D*GW ()P,
k=0
und
p—Fk
Qri=Y (-1 'GUTD(0) Py, i =0,1
j=1

bezeichnen. Analog zur Herleitung von Gleichung (4.16) ergibt sich unter Verwendung
von (6.2) fiir 7 > 0 die Entwicklung der Korrelationsfunktion

R..(r)
- O/OOO/OOQW R (“%) Q" (v) dvdu + :lz;e—’f-%—l)kcak,ofz““” (£) @i
n j@mw (*“) du Qi+ (~1) Qg 7 R® ( - “) Q*(u) du
55 o0+ ) 0 )
. f’; ]' (@) (Z) Qi+ (~1*Quo i+ (~177s) (£)] @9 ()
+k,l:ogk (11 Quo R (1) Qi

wobei die Sétze 4.4 und 4.8 fiir N = oo genutzt wurden. Die Funktionen g;(-) bezeichnen
wie iiblich die Entwicklungskoeffizienten

/Q (u+7)du = ) / G®) (1) P, PFGUHD* (u 4 1) du..
0 0

klO
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Es ist wiederum moglich, alle Terme mit gleichen e-Potenzen bis zu einer gewissen Ord-
nung N mit einem Rest O(eVT!) zusammenzufassen.

Eine analoge Vorgehensweise fiithrt zu den Entwicklungen von R, () und R;;(-).

Aus den Darstellungen der Entwicklungen kann man die Ordnung der Korrelationsfunk-
tionen ablesen, wie dies folgender Satz zum Ausdruck bringt.

Satz 6.5
Sei ein System (2.1) mit einer Erregung durch e-korrelierte Prozesse nach (6.1) gegeben.
Dann gilt

Bemerkung 6.6 Fiir p > 1 macht es wenig Sinn, die Approximation von R,,(7) nach
(6.6) mit N = 0 zu verwenden. In diesem Fall ist der Approximationsfehler von derselben
Ordnung wie die zu approximierende Funktion.

Gegenstand der Betrachtungen sei nun das System der Ordnung r > 2

> Ar(t,w) = §(t,w) (2.2)

1=0
mit der zufélligen Erregung

Glt,w) = p Pt 0 (t,w) . (6.9)
k=0

Die stationdren Losungen (¢, w), l = 0,...,r sind Bestandteile der stationéren Losun-
gen z(t,w) und Z(¢,w) des dquivalenten Systems 1. Ordnung. Die Korrelationsfunktionen
R..(7) und R;:(7) enthalten demnach alle (Kreuz-) Korrelationsfunktionen von (¢, w),
[ =0,...,r (manche davon mehrfach).

Die Entwicklungen der Korrelationsfunktionen ergeben sich aus den Formeln (6.6), (6.7)
und (6.8). Aufgrund der speziellen Struktur des Problems sollen die Ordnungen der Kor-
relationsfunktionen spezifiziert werden. Dabei wird darauf verzichtet, die Entwicklungen
von R u,m(-) fur alle Falle 7,5 = 0,...,p im Detail darzulegen. Es werden nur die
wesentlichen Aspekte zusammengefafit.

Aus (2.6) wird ersichtlich, daf die Ableitungen

t

29 (t,w) = /Q(i)(t—s)af(s,w)ds firi=0,...,r—p—1

—00
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Integralfunktionale von °f(¢,w) sind, wobei die Kernfunktion die Gestalt

p

Q) = S (-GN B,

k=0

hat. Fiir eine Entwicklung der Korrelationsfunktionen R, q),q) (+) ist Satz 4.4 direkt an-
wendbar. Insbesondere folgt die Ordnung

Rm(i)x(j)(‘) = 0(6) fiir i,j = 0,...,7”—p— 1.

Auf analoge Weise leitet man aus den Beziehungen (2.7) und (2.8) die weiteren Aussagen
des folgenden Satzes ab.

Satz 6.7

Sei ein System (2.2) mit stabiler Matrix A des Systems 1. Ordnung und einer Erre-
gung durch e-korrelierte Prozesse nach (6.9) gegeben. Dann gelten die Ordnungen der
Korrelationsfunktionen fiir ¢ — 0

R,iy,i»(-) =0(e) firi,j=0,...,r—p—1,
Ry (-) = O ™7)  firi,j=r—p,...,r und
Ry, () = OE™PHY)  fiiri=0,....r—p—1, j=r—p,...,7.

Der fiir Schwingungsmodelle interessante Fall r = p = 2 fiihrt insbesondere auf

Rywa0(-) = O(e™™) firi,j=0,...,2.

6.1.4 Berechnung der Entwicklungskoeffizienten

Bei groftdimensionierten Systemen ist es fiir die numerische Umsetzung und die Anwen-
dung von Modellreduktionsverfahren (|13, 46]) giinstiger, die Berechnungen am System
1. Ordnung durchzufiihren.

In den Entwicklungen fiir das System 1. Ordnung kommen Entwicklungskoeffizienten
vom Typ

<q£l(7') , B) = /G(u)PkBPZ*G(j)*(u +7)du = / M P B Py At AT dy

0 0
oo

=% / VI, BV T A T) gy gir Y
0

vor, wobei B fiir eines der Korrelationsmomente bzw. deren Korrekturterme steht. Die
moglichen Abhéngigkeiten dieses ,Platzhalters® von den Indizes k,[,j sowie von den
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Variablen 7 und ¢ spielen im folgenden Schritt, der Ausfithrung der Integration, nur eine
untergeordnete Rolle und werden nicht bezeichnet. Mit derselben Argumentation sei es
erlaubt, den Ausdruck

B:=V 'P.BPV

abzukiirzen.

Da die Matrixexponentialfunktion e’! eine zur Jordanmatrix J identische Blockdiagonal-

struktur besitzt, a8t sich die Matrixmultiplikation e’ uB e/ (+7) blockweise durchfiihren.
Seien J; = Jp,, (A1) und Jy = J,,,(A2) zwei Jordanblocke der Jordanform J zu den Eigen-
werten A\; bzw. Ay, ny und ny die jeweiligen Dimensionen. Dabei sei nicht ausgeschlossen,
dals es sich bei J; und J, um denselben Jordanblock handelt, d. h. neben J; = J, darf
auch die Position in der Jordanmatrix .J iibereinstimmen. Mit B sei der entsprechende
(ny x ny)-Block der Matrix B bezeichnet. Das Matrizenprodukt

eJ“B GJ* (ut7) e/1u . é . ng‘ (u+T) - |. eJluB ng‘ (u+T)

wird ermittelt, indem J; und Jy alle Jordanblécke und B die Blocke der Matrix B
durchlaufen. Unter Beriicksichtigung der elementweisen Darstellungen der Matrixexpo-
nentialfunktion der Jordanblécke
u u ,U/llikl
(€, = Ly € (0 — k)l

und
_ 5y lo—k2
JE (utr _ o (utT (U+T)l2 P2 _ et (ut) lo =Ko\ 1 kp—ii
(e 2t ))l2k2 = limny e o )m a 1{k2§l2}m —0 1 ueT
_ la—ko lo—ko—1,-1
— 1 )\Q(U+T) u T
(ka=lz} © 2 (s — ko — )14

=0

flir 1 < ky,l; <nqund 1 < ko, ly < ny ergeben sich die Elemente

o0 o0
J1uB e/2 (u+7’)du — ( JluB e (u+r)> du
k1ko
0 kiks O
ng  la—ko 00
- Z Z Z Blll2e o >‘1+X2)uull—k1+l2—k2—i du
(ly — k)!(ly — kg —0)! 4!
=kq1 lo=ko =0 9
ng lo—k .
- Z ZQ 222 Blll2 e (lh — k1 + 1o — kg — 1)
= — — - 1th )
=k1 la=ko =0 ll l2 kQ Z)‘ il ( )\1 — )\2)11 k1+la—ko—i+

B Iy — kq Z'(_)\l — X2)117k1+l27k2+1 ’

l1 kllg kg =0
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Abbildung 6.1: Einmassenschwinger

Die Stabilitéit der Matrix A sichert Ay + Xy # 0.

Im Fall einer diagonalisierbaren Systemmatrix A = VAV ~! reduziert sich solch ein Block
zu einer Zahl, der Entwicklungskoeffizient ermittelt sich aus

<qil(7‘) ? B> = V/ eAuV_lpkBPl*V_l* N W) 10y ATFVH
0
MomX) (V-LPBPV
=V <_ © kQ( S k X l )k1k2 v
. " & ki,ke=1,...,nr

.....

6.1.5 Beispiel Einmassenschwinger

Das einfachste Beispiel eines stochastisch erregten Oszillators ist der in Abbildung 6.1
gezeigte Einmassenschwinger. Er ist Abstraktionsmodell fiir eine Vielfalt von Anwen-
dungen, insbesondere auch fiir Fahrzeuge. Ein Fahrzeug mit einer Masse m und einem
Fahrwerk mit Dampfungsparameter ¢ und Federkraftkonstante k£ bewegt sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit iiber eine zuféllige Strakenoberfliche f(t,w). Die Bewegungs-
gleichung fiir die Auslenkung der Masse mij + c(y — f) + k(y — f) = 0 fiihrt zu den
Bewegungsgleichungen fiir die Absolutbewegung y(¢, w)

ij + 20008 + 05y = 2000 f + 03 f (6.10)
und fiir die Relativbewegung z(t, w)
i+ 20000 + 2x = —f (6.11)

wenn 0y = \/g die Eigenfrequenz des ungedédmpften Systems und o = 2\/‘;—m der Damp-

fungsgrad ist. Je nach Wahl des Dampfungsgrades hat die Systemmatrix A des Systems
1. Ordnung fiir 0 < o < 1 ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte, fiir o = 1 einen
doppelten reellen Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit 1 und fiir ¢ > 1 zwei verschie-
dene reelle Eigenwerte [11]|. Im Fall eines schwach geddmpften Systems, d. h. 0 < o < 1,
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ist ]
G(t) = — e Mt sin(f,t)
04

mit 0y := /1 — 0%0,.

Der Einmassenschwinger mit zentrierter schwach stationérer rechter Seite g(t,w)
i+ 20003 + Ogr = §(t,w)

ist Gegenstand der Untersuchungen in [35] (siehe auch [41]). Dort wird gezeigt, daf sich
die Korrelationsfunktion der stationédren Losung nach

Rou(r) = / a0(I7 — ul) Ry () du
mit .
o(r) = [ GG+ au = 0 o (0 + o)
J 404/1 — ¢?

berechnen lafst, wobei ¢4 := arccos(p) gesetzt wird. Dann ergibt sich ¢ = cos(p4) und
/1 — 0% = sin(ypy). Ebenso sind Formeln fiir die Ableitungen der Korrelationsfunktion
angegeben. Bei Kenntnis der Korrelationsfunktion Rjs(7) ist es moglich, die Korrela-
tionsfunktion R,,(7) durch (numerische) Integration zu ermitteln.

Im Fall e-korrelierter Erregung §(t,w) = °f(t,w) werden fiir die Entwicklung der Korre-
lationsfunktion die Funktionen

(=16,

%( ) do ( ) 49\/@
benétigt. Die Entwicklungen fiir R,,(7) und R,;(7) entsprechen den Beziehungen (4.10)
und (4.15).

Wegen G(0) = 0 ist 4(t,w) ein Integralfunktional mit Kernfunktion G'(7) und den Ent-
wicklungskoeffizienten

™7 sin(0a7 — (j — 1)a)

/ GVt (u+71)d / GUWD (y 4 7) du = —q;12(T) .
0 0

Aus (4.10), (4.15) und (4.17) folgen

L eitl 7| N+1
=3 Sl s+ ()] + e,
=0

Y it | N1
Ralr) = signl=r) Y Srapellr) [/ia ( )]m; (r.)

=0



6.1 Systeme mit e-korrelierter Erregung 105

und

/ T eIt |7 N+1
Ras(r) = COFR(Z) + 3 Zapeaieh [+ 55 (1) |+ ).
j=0
Fiir die Ableitungen der Kernfunktion
1 N /N km
A(N) (1) = —efot N—k
GY(t) ede % (k)( 000) N F0% sin <0dt+ 5 )

gelten die Abschitzungen

und

Somit léfkt sich die Groke des Approximationsfehlers der Korrelationsfunktion der Aus-
lenkung

N2 (o + 0N+
bestimmen. Obere Schranken fiir die Approximationsfehler der weiteren Korrelations-
funktionen ermittelt man analog.

|0z (7,€)] < BR(0)

Ist die Erregung eine Ableitung eines differenzierbaren e-korrelierten Prozesses g(t,w) =
$fP)(¢,w) fiir ein p € N, sind in den Entwicklungen die Korrelationsmomente p;, die
Korrekturterme #;(a) und #;(a) sowie R(0) in der Abschitzung des Restgliedes durch
die entsprechenden Gréfen der Ableitung f)(¢,w) mit dem Faktor e % zu ersetzen.
Exemplarisch sei die Korrelationsfunktion fiir p = 2

e 17 N2
=S oo [ 410 ()] + o
7=0

angegeben.

Der Satz 6.7 besagt nun, dafs diese Korrelationsfunktion von der Ordnung O(1) ist, d. h.
die alternative Berechnungsmethode erzielt eine Entwicklung, deren kleinste e-Potenz &°
ist.

Aus der Darstellung

x(t,w) /G” s)f(s,w)ds — G'(0) f (t,w)
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als Ableitung eines Integralfunktionals folgt die Entwicklung

Fatr) = 8 (2) @0 = 3 dratirh [+, (12)] 0

J=0

mit den Entwicklungskoeffizienten

o0

g;(1) = /é'(u)é(jJrl)(u +7)du.

0

Theoretisch stimmen die punktweisen Approximationen beider Entwicklungen iiberein.
Mit den Eigenschaften der Korrelationsmomente entsprechend Korollar 3.12

0 =0 3 0 J=0,...,2
J=0,..., ~
=" 4 und  7$7(0) = < 2R(0)3! j=3
Gloiti-a J =4 il j
Grmihi-a(0) J =4

sowie den Beziehungen

Gjv2(7) = =;(7), JEN und  gs3(0) = —:(0) = 5(G'(0))*

iiberzeugt man sich leicht davon.

Fiir das stochastische Verhalten des Systemausgangs ist es wesentlich, den Systemein-
gang entsprechend der Vorgaben des Modells anzupassen. Dabei spielt insbesondere
die Differenzierbarkeit des Eingangsprozesses eine wichtige Rolle. Aufserdem sollte fiir
g(t,w) = f(t,w) auch die zweite Ableitung eines Prozesses gewihlt werden, da sonst
wichtige Eigenschaften unberticksichtigt bleiben. In den Abbildungen 6.2 und 6.3 wer-
den die Unterschiede verdeutlicht. Dabei sind die exakten Korrelationsfunktionen fiir
die Parameter 0y = 3, o = 0.5 und ¢ = 1 zu sehen, die als Grenzwert der gleichma-
Kigen Approximationen analog zum Beispiel 4.7 bestimmt wurden. Die Abbildung 6.2
vergleicht die Systemausgénge des Einmassenschwingers bei Erregung durch die p-te Ab-
leitung eines Prozesses mit normierter B-Spline-Korrelationsfunktion der Ordnung p + 1
fir p=0,...,4. Im Fall p > 2 ist dann die Erregung wirklich die zweite Ableitung eines
zweimal differenzierbaren Prozesses °f ?~2) (¢, w).

In der Abbildung 6.3 ist nun der Fall dargestellt, daf die Erregung f (t,w) gerade die
zweite Ableitung eines Prozesses mit B-Spline-Korrelationsfunktion der Ordnung k& + 1
fiir k = 2,...,6 ist. Mit wachsendem &k nimmt auch die Differenzierbarkeit der Erregung
zu, was insbesondere fiir die Ableitungen des Systemausgangs Folgen hat.

Der Ansatz entsprechend Abschnitt 6.1.1 schafft die Voraussetzungen, um die Korrela-
tionsfunktion der Absolutbewegung y (¢, w) und deren Ableitungen sowie alle Kreuzkorre-
lationsfunktionen zwischen dem Systemeingang und den Systemausgédngen auf der Basis
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1?
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Abbildung 6.2: Korrelationsfunktionen des Einmassenschwingers bei Erregung durch p-te
Ableitung der Prozesse mit B-Spline-Korrelationsfunktion der Ordnung p + 1 fiir e = 1
und p =0,...,4 (von dunkel nach hell)
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5* ng(T)
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6000 Rxx (7_)

4000

—2000 ~

Abbildung 6.3: Korrelationsfunktionen des Einmassenschwingers bei Erregung durch 2.
Ableitung der Prozesse mit B-Spline-Korrelationsfunktion der Ordnung k + 1 fiir e = 1
und k£ = 2,...,6 (von dunkel nach hell)
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der Entwicklungssétze zum bestimmen. Es gelten fir £ = 0,1, 2 die folgenden Zusam-
menhénge

Ry(k)y(k) (7‘) = Rm(k)m(k) (T) + Rm(k)f(k) (7‘) —+ Rf(k)m(k) (T) + Rf(k)f(k) (7‘)
Rx(k)x(k) (7‘) = Ry(k)y(k) (7‘) - Ry(k)f(k) (7‘) - Rf(k)y(k) (T) + Rf(k)f(k) (T) .

6.2 Systeme mit indirekter Erregung

Im letzten Abschnitt standen Systeme mit direkter e-korrelierter Erregung zur Diskus-
sion. Eine wichtige Rolle spielte dabei die Darstellung der stationdren Losung als Inte-
gralfunktional von e-korrelierten Prozessen. Nun soll die Funktion

g(t,w) =Y PefP(t,w) (24)
k=0

selbst als Integralfunktional dargestellt werden. Wenn alle benotigten Ableitungen

t

fB(tw) = /Q(k)(t—s)af(s,w)ds, E=0,...,p (6.12)

—00

Integralfunktionale eines e-korrelierten Prozesses sind, dann auch

g(tw) = / (Z PQW(t - s>) F(s,w) ds.
k=0

Fiir die Kernfunktion Q(-) soll gelten
QWO0)=0, k=0,...,p—1. (6.13)

Diese Annahme ist fiir das weitere Vorgehen nicht notwendig, analoge Betrachtungen
sind auch moglich, wenn f (¢, w) ein hinreichend oft differenzierbarer Prozef ist.

Der Ansatz (6.12) wurde z. B. in [26, 45] verwendet und eignet sich unter anderem zur
Modellierung von zufélligen Fahrbahnen ([13, 28]).

Das System (2.1) mit der Erregung (2.4) hat die stationére Losung
b 1
Atw) = Y / Gt — )P f P (¢, w) ds
k=0_"_

:i j G(t — s) P, / QW (s — u) f (u,w) duds

—00
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p

/ / G(t — s)PQW™ (s — u) *f (u,w) duds
G(t —u — v)P.Q™ (v) *f (u, w) dvdu

Gt — s — u) QW™ (u) duf(s,w) ds

mit der Kernfunktion

hS]

G(t — u) PQ™ (u) du . (6.14)

k=07

Lemma 6.8
Erfiillt die Kernfunktion Q(-) die Eigenschaften (6.13) und Q(-) € &N fiir ein N € Ny,
dann gilt G(-) € ¥+ und G(0) = O.

Beweis.
Die Beweisidee stammt aus [46], S. 45, und 14t sich auf den vorliegenden Fall anwenden.

Aus der Darstellung der Ableitungen

G0 (1) :i /G(l)(t—u)PkQ du+ZGl m=D(0) Q™™ (1)
k=0 (6.15)

-1 P
Gty + Y AT Qi)
m=0 k=0

fir { = 0,...,N + 2 wird ersichtlich, daf unter der Voraussetzung Q(-) € &V die
Funktion G(-) die Anforderungen fiir die Behauptung G(-) € &1 bis auf die Integrier-
barkeit von GO(.), I = 0,..., N + 2, bereits erfiillt. Mit GN+2)(.) ist die fast iiberall
existente Funktion gemeint, die sich durch die Absolutstetigkeit von GV +1(.) definiert.
Es verbleibt zu zeigen, dak G(-) € Ly N Ly ist.

Fiir den erforderlichen elementweisen Nachweis kann man sich auf den skalaren Fall
beschréinken. Sei G(t) ein Element der Matrixexponentialfunktion G(¢) und Q(t) ein
Element von P,Q")(t). Es existieren im Fall einer stabilen Systemmatrix aufgrund der
Darstellung (6.5) Konstanten Cy, Cy > 0, so dak |G(t)| < Oy e~ fiir t € R, gilt. In [46]
wurde gezeigt, daft dann
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7]@@-@@( ) du dt<( )7 w)|'du < 0o fiir 1 =1,2

Lemma 6.9
Erfiillt die Kernfunktion der Erregung Q(-) € > die Bedingung fiir gleichméfige Kon-
vergenz (4.18), dann auch die Kernfunktion der stationdren Losung des Systems G(-).

Beweis. R
Aus Lemma 6.8 folgt zundchst G(-) € &°.

Des weiteren soll die im Beweis von Korollar 5.9 verwendete dquivalente hinreichende
Bedingung

QM) < Cy(N+ 1) CY, N=0,1,... (6.16)
als Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz dienen. Unter den gemachten Voraus-

setzungen gilt fiir die Ableitungen (6.15) der Kernfunktion der stationdren Losung die
Abschatzung

N-1 p
G| <A |GW)|+ 1A YT IR Q)
m=0 k=0

fiir N € Ny. Setzt man (6.16) ein und beriicksichtigt man die Beschréinktheit von |G(t)[,
findet sich eine Abschétzung vom selben Typ. 0

Satz 6.10
Es wird ein System (2.1) mit Erregung (2.4) durch Integralfunktionale (6.12) mit Kern-
funktion Q)(-) betrachtet.

Ist Q(-) € &PV fiir ein N € Ny, dann gelten die asymptotischen Entwicklungen der
Korrelationsfunktionen fiir = > 0

N+1 8j+1

R..(1) = Z o [{a;(7), 1) + Lo (7) (7, €)] + O(NHH)
Restr) = 3 ara(r), 1) + 1aa(r)el(r,2)] + O

Ri:(1) = — Z N [<‘JJ+2 ), /i;k> + 1{@@(7’)0?(7, 5)] + O(5N+2)
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mit den Entwicklungskoeffizienten
q;(1) = /G(u)@(])*(u +7) du
0

und den Korrekturtermen
T T

i(r,2) = (=1 {gy1i(r) ko5 (2)) + (=1 (galr) s w2y (2))

£ 3

wobei die Funktion G(-) die Darstellung (6.14) hat.

Ist Q(-) € &> und die Bedingung fiir gleichméfige Konvergenz (4.18) erfiillt, dann
konvergieren die Approximationen fiir alle ¢ > 0 und N — oo gleichmiéfig gegen die
exakten Funktionen.

Beweis.
Die Entwicklungen entsprechen den Sétzen 4.4, 4.11 und 4.14 fiir die vorliegende Situa-
tion. Die Konvergenz folgt aus Lemma 6.9. 0

Fiir die Kernfunktion Q(+) der Erregung wurden zwei Ansétze vorgeschlagen, deren Un-
tersuchung sich im weiteren anschliefst.

6.2.1 Formfilter

Der Prozefs f(t,w) wird als stationdre Losung eines Systems hoherer Ordnung

> At w) =gt w) (6.17)
=0

mit zufalliger Erregung
P
ytw) = PM(tw)
k=0
gewahlt. Das entsprechende System 1. Ordnung
F=As+§(t,w) (6.18)

habe eine stabile Systemmatrix A. Dann erfiillt das System (6.18) die Voraussetzungen
von Satz 6.4.

Um die Integralfunktionaldarstellung (6.12) der Ableitungen f(¢,w), I = 0,...,p zu
gewdhrleisten (es soll nur der Proze °f(t,w) vorkommen und nicht dessen Ableitungen),
wird p < 7 — p — 1 gefordert (man vergleiche mit den Abschnitten 2.2 und 6.1.3). Die
entsprechend des eben genannten Abschnittes zu bestimmende Kernfunktion Q(-) von
f(t,w) erfiillt dann die Voraussetzungen der Lemmata 6.8 und 6.9, so daf Satz 6.10
angewendet werden kann.
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Andererseits lassen sich im Fall p <7 — 1 die Systeme (6.18) und

z= Az+zp:Pkf(k)(t,w) (2.1)
k=0

() i (é i) () : (gu(,) w>>

zusammenfiigen, wobei die Matrix B die Gestalt

zu einem System

B=(p, --- B, 0)

hat. Die Stabilitét der neuen Systemmatrix folgt aus der Stabilitit von A und A. Das
zusammengesetzte System 1aft sich mit den Methoden aus Abschnitt 6.1 behandeln,
insbesondere gilt Satz 6.4. Der Nachteil des zusammengesetzten Systems ist, dal im Fall
1 <p<#—p-—1in den Entwicklungen wieder Terme mit dem Faktor £!~2” und Kor-
relationsmomente der Ableitung vorkommen, was mit dem Formfilteransatz eigentlich
umgangen werden sollte.

Bemerkung 6.11 Im skalaren Fall heifit die Gleichung (6.17) , Formfiltergleichung mit
e-korrelierter Erregung. Fiir p < 7—1 eignet sich die stationdre Losung zur Approximati-
on von Prozessen mit gebrochenrationaler Spektraldichte (|9, 46]), da die Spektraldichte
der Approximation der Korrelationsfunktion der Ordnung N = 0 von dieser Gestalt ist.
Zu einer vorgegebenen gebrochenrationalen Spektraldichte lassen sich die Zahlen 7 und
p sowie die Koeffizienten Al, [=0,...,r, und pk, k=0,...,p, bestimmen.

6.2.2 Glattung von Integralfunktionalen

Die grundlegende Idee der Prozedur der Glattung liegt in dem Ziel, eine gegebene Kern-
funktion Q(-) so abzuwandeln, dak eine Integralfunktionaldarstellung der Ableitungen
(6.12) sichergestellt wird, wenn diese Eigenschaft mit der urspriinglichen Kernfunktion
nicht gegeben ist. Dabei soll das Integralfunktional mit der abgednderten Kernfunktion
das stochastische Verhalten des urspriinglichen Integralfunktionals mdéglichst gut nach-
bilden. Eine Moglichkeit besteht darin, die Kernfunktion () mit einer sogenannten
Glattungsfunktion zu multiplizieren.

Definition 6.12
Sei p € N und § > 0. Eine Funktion h, s : [0,00) — R mit den Eigenschaften

o 0<h,s(t)<1fir0<t<éundh,st)=1"firt>9,
o h,s(-) ist (p — 1)-mal stetig differenzierbar auf [0, o),

e h,s(-) ist p-mal stetig differenzierbar auf |0, ] und
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p 1 2 3 4 5 o
a 1 3 10 35 126 0s]
ay -2 =15 —84 —420
6 70 540
—20 315 oz
(p—1 70
Tabelle 6.1: Koeffizienten der Glat- Abbildung 6.4: Glattungspolynome zu p =
tungspolynome 1,...,10,200

o W\(0) =0 fiir i =0,...,p—1
wird Glattungsfunktion der Ordnung p genannt.

Beispiel 6.13 (siehe [36]) Die stiickweise polynomiale Funktion
. -1
hy (3) 0<t<9d L7 3
hys(t) = P Ré = mit  hy(t) = A tPt™
e ={ ) 0! 0=-3

erfiillt die Bedingungen an eine Glattungsfunktion der Ordnung p, wenn die Koeffizienten
an, des Glattungspolynoms hy,(t) als Losung des linearen Gleichungssystems

1 .1 a0
(1) (plel) " (2p1_1) ay 0
O 0 e || W |-
() ey ey J\an ) \o

ermittelt werden.

Die Koeffizienten der Glattungspolynome sind fiir p = 1,...,5 in Tabelle 6.1 abzulesen.
In Abbildung 6.4 sind die Glattungspolynome der Ordnung p = 1,...,10 und p = 200
zu sehen. Die Ableitungen der polynomialen Glattungsfunktion haben fiir ¢ € [0, 0] die

explizite Darstellung
7l iy m AN
@4y
hp,(g(t) = g Z am_p< ; ) (5) .

m=max{%,p}

6.2.3 Entwicklungen fiir glatte Kernfunktionen

Die geglattete Kernfunktion
Qp.s(t) = hys(t)Q(1)
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ist eine stiickweise definierte Funktion, die (vorausgesetzt ()(-) ist hinreichend glatt)
(p — 1)-mal stetig differenzierbar auf R, ist. Dabei soll die Bezeichnung ,geglittete
Kernfunktion® lediglich verdeutlichen, dafs diese als Produkt einer Kernfunktion mit
einer Glattungsfunktion definiert ist und nicht etwa, daf die Funktion @, s(-) 6fter stetig
differenzierbar ist als Q(-).

Lemma 6.14
Ist hy,s() eine Glittungsfunktion der Ordnung p € N und Q(-) € &P, so gilt:

Qps(t) € und QV)(0)=0, k=0,....p—1.

Beweis.
Die stiickweise definierten Funktionen

i()h“ =Dy, 1=0,...,p

J=0

unterscheiden sich nur auf dem endlichen Intervall [0, ) von Q®(-). Da die Funktionen
hz(i)é(') auf [0, 0] beschriankt und stetig sind, sind die Produkte hg()s(t)Q(l*j)(t) aus LN Ls.
Die anderen Forderungen leiten sich direkt aus der Definition von &~ und der Glittungs-
funktion ab. O

Mit diesem Lemma sind die Voraussetzungen fiir die Entwicklung der Korrelationsfunk-
tion der Ableitungen eines geglédtteten Integralfunktionals

F®(t ) = /Q;’j§<t—s) F(s,w)ds, k=0, .p (6.19)

entsprechend der Entwicklungssétze in Kapitel 4 geschaffen. Die Variante von Satz 4.4
mit den abgeschwachten Voraussetzungen nach Satz 5.10 ermoglicht eine Entwicklung
der Korrelationsfunktion von R ;u)su (+) bis zur Ordnung N = p — k.

Die Kernfunktion der Losung des Systems (2.1) mit indirekter Erregung durch geglittete
Integralfunktionale (6.19) ist dann

=3 [ ctt- v (620)

k=0

Die fiir diesen Fall interessante Variante von Lemma 6.8 lautet wie folgt.

Korollar 6.15
Sei die geglittete Kernfunktion der Erregung Q,s(t) = h,s(t)Q(t) € &P~V fiir ein
N € Ny. Dann gilt G(-) € & und G(0) = O.
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Satz 6.16
Es wird ein System (2.1) mit Erregung (2.4) durch gegléttete Integralfunktionale (6.19)
mit Kernfunktion @, s(t) = h,s(t)Q(t) betrachtet.

Ist Q,4(t) € 87N fiir ein N € Ny, so gelten die in Satz 6.10 angegebenen Entwicklungen
der Korrelationsfunktionen mit der Funktion G(-) nach (6.20).

Ist p=1 und Q5(t) € 8° so gelten die angegebenen Entwicklungen fiir N = 0 in der
Fassung mit abgeschwéchten Voraussetzungen entsprechend Satz 5.10.

Einfluff des Glattungsgrades

Eine Erhohung des Glattungsgrades p der Glattungsfunktion wiirde Entwicklungen ho-
herer Ordnung ermdglichen, erhéht aber auch die Glattheit des Integralfunktionals. Die
Schreibweise f,(t,w) fiir das geglittete Integralfunktional soll in diesem Abschnitt die
Abhéngigkeit vom Glattungsgrad p der Glattungsfunktion verdeutlichen.

Im Fall der Korrelationsfunktion Ry, (-) hat der Glattungsgrad fiir kleine § wenig Ein-
flufs, wie Satz 6.18 zeigen wird. Im folgenden Beispiel offenbart sich jedoch, daf der
Glattungsgrad entscheidenden Einflufs auf die Ableitungen des Integralfunktionals ha-
ben kann.

Beispiel 6.17 Sei Q(t) = e die ungegliattete Kernfunktion, R(7) = (1 — |7]), die
erzeugende Korrelationsfunktion von °f(¢,w) und als Glattungsfunktionen sollen die po-
lynomialen Glattungsfunktionen der Ordnungen p = 1,...,6 entsprechend Beispiel 6.13
Verwendung finden.

Fiir p =1 haben f,(¢,w) und fp(t,w) eine Integralfunktionaldarstellung, fiir p > 2 auch
f;(t, w). Die Korrelationsfunktionen der k-ten Ableitung von f,(¢,w), k =0, 1,2, lassen
sich bis zur Ordnung N = p — k entwickeln, wenn p > max{1, k} ist. Die Abbildung
6.5 zeigt zum einen diese Approximationen hochster Ordnung und zum anderen die
Approximationen fiir N = 0 fiir die Parameter ¢ = 0.3, 6 =1 und v = 1.

Man erkennt, dafl bereits die Korrelationsfunktion von fp(t, w) entscheidend vom Glat-
tungsgrad beeinflufst wird und die Korrelationsfunktion von f},(t, w) sogar vom Bereich
[0, 6] dominiert wird. Der Vergleich zeigt aufserdem, daf dieser Effekt unabhéngig von
der Ordnung der Approximation auftritt.

Das Fazit dieser Uberlegungen ist, daf Entwicklungen fiir glatte Kernfunktionen nach
Kapitel 4 nur bedingt geeignet sind. Bevor nun Entwicklungen fiir stiickweise glatte Kern-
funktionen nach Kapitel 5 betrachtet werden, soll ein weiterer Aspekt im Zusammenhang
mit geglitteten Integralfunktionalen beleuchtet werden.

Einflul des Parameters §

Um die Abhéngigkeit der geglidtteten Integralfunktionale vom Parameter ¢ der Glét-
tungsfunktion zu verdeutlichen, wird das geglattete Integralfunktional mit fs(t,w) be-
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Abbildung 6.5: Einfluft des Glattungsgrades p: Approximationen der Korrelationsfunk-
tionen von f,gk) (t,w), k = 0,1,2, bei Glattungsgraden p = max{1,k},...,6 (Linien von

dunkel nach hell)
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zeichnet. Die urspriingliche Idee der Glattung liegt in der Aussage des folgenden Satzes
begriindet (siehe [26]). Ein Beweis ist in [46] zu finden.

Satz 6.18

Seien Q(-) € &° reellwertig, (h,s(-))s>o eine Familie von Glattungsfunktionen beliebiger
Ordnung sowie °Ry;(-) und Ry, ,(+) die Approximationen der Korrelationsfunktion des
Integralfunktionals und der Gldttungen nach Satz 4.4. Dann gilt fiir jedes feste ¢ > 0

lim Ry, (1) = "Ry (1), 7 € R.

Die Aussage gilt ebenso fiir den vektorwertigen Fall. Wie folgendes Beispiel zeigt, 1aft
sie sich jedoch nicht sinnvoll auf Approximationen hoherer Ordnung verallgemeinern.

Beispiel 6.19 Sei Q(-) € &? reellwertig mit Q(0) # 0. Die reellwertige erzeugende
Korrelationsfunktion R(-) von °f(¢,w) habe ein Korrelationsmoment x5 # 0. Dann gilt
fiir das mit einer polynomialen Glattungsfunktion der Ordnung p > 2 geglittete Inte-
gralfunktional f5(¢,w)

lim "Ry, 1,(0) = —o.

Die Approximation hat fiir e = 1 die Gestalt
"Ry,15(0) = 240(0) o + 241 (0)i1 + g2(0)ks

mit den Entwicklungskoeffizienten
00) = [ Qua(w@wdu.
0

Der Term 2¢o(0)xo = °Ry, 4, (0) ist wegen Satz 6.18 fiir § — 0 beschrénkt. Da fiir p > 2

oo
=0
u=0

0(0) = [ @uala)Q) s(u)du = 3 (@pau))

ist, bestimmt ¢2(0) das Verhalten von ?Ry,,(0) fiir 6 — 0. Eine Aufteilung des Integra-
tionsgebietes fiihrt zu

o0

Qpa(w)Qp s(u)du = Qps(w) @, 5(u)[;—, — / (@ps(u)*du

0

32(0) =

0\8

S — .

(@), 5(u))?du — / (Q'(u))%du .
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Unter den gemachten Voraussetzungen ist

o0 o0

tim [ (@ (w))2du = / (Q/(u))?du

510
) 0

endlich. Der verbleibende Term

4
- [ s ? 4 2h () Q) () Q1) + Iy () Q' ()

/ ? 2~/ T / T / 2
_5 / ( 5u) + 2 QW ()Q (5u) + ()@ (0u)) du

laft sich in drei Summanden aufteilen, fiir die gilt

/ / 2
1(%{85/ h u—hmé/ h du (Q(0))" =00,

lgﬂ)l 20! (u)Q(6u) hy(u) Q' (Su)du| = /2ﬁé(u)ﬁp(u)duQ(0)Q'(O) < 00
und
lgfglé (ﬁp(u)Q'(cSu))Qdu = lgflolCS/ (~p(u))2du (Q'(0)* =0

Ist ko # 0, gilt aufserdem

da die Approximation nach

berechnet wird.

Bemerkung 6.20 In [36] ist eine analytische Darstellung der Kernfunktion G(-) ei-
nes Systems mit polynomial gegliatteter Erregungsfunktion entsprechend Beispiel 6.17
angegeben, wenn die Systemmatrix diagonalisierbar ist. Fiir die Berechnung der Ent-
wicklungskoeffizienten empfiehlt sich numerische Integration.
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6.2.4 Entwicklungen fiir stiickweise glatte Kernfunktionen

Die Kernfunktionen geglétteter Integralfunktionale sind aufgrund ihrer Konstruktion
stiickweise definierte Funktionen, deren Glattheit auf R, vom Glattungsgrad der Glat-
tungsfunktion abhéngt. Auch fiir Kernfunktionen, die bis auf die Stelle ¢ iiberall auf
R, beliebig oft differenzierbar sind, ist die Ordnung der Entwicklung der Korrelations-
funktion mit Methoden aus Kapitel 4 begrenzt. Insbesondere lassen sich keine Konver-
genzaussagen fiir die Folgen der Approximationen treffen. Abhilfe fiir dieses Problem
schaffen die Entwicklungssitze aus Kapitel 5. Zunéchst werden die Voraussetzungen an
die Kernfunktionen iiberpriift.

Lemma 6.21
Erfiillen die Glattungsfunktion hy,s(-) und die Funktion Q(-) fiir ein N € Ny die Bedin-

gungen hy, 5(+) € &Y+ und Q(-) € &V, so gilt:

L Qus() €Y und QNO)=0, k=0,....p—1,

2.G()e®V  und G(0)=0.

Beweis.

Die Aussagen sind die Verallgemeinerungen von Lemma 6.14 und Lemma 6.8 auf den
Fall von stiickweise definierten Funktionen, deren Ableitungen an der Stelle § nicht stetig
sein miissen. Die Beweise lassen sich auf diese Situation iibertragen. 0

Lemma 6.22 R
Erfiillen die Glattungsfunktion hy,s(-) € > und die Kernfunktion Q)(-) € &> die Bedin-
gung fiir gleichméfige Konvergenz (4.18), dann auch die geglittete Kernfunktion @, s(+)

und die Kernfunktion der stationiren Losung G(-).

Beweis. R ) R
Aus Lemma 6.21 folgt zunéchst @, 5(-) € &> und G(-) € &*.

Analog zu (6.16) existieren fiir h,s(-) und Q(-) gemeinsame Konstanten Cy, Cy und Cj
mit

max {| Q@) Y (]} < N+ 1) Y teR,, N=0,1,...
N
|Qp5 Z

Aus der Abschétzung
< )h(m Q(N m) ( )
m=0

N
C3 Z( ) L CPH N —m+ )T Cy

=0

IA

N
< C3(N + 1 ¢y Z( ) C3(N +1)*1(2C,)"

=0
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folgt die Behauptung fiir die geglittete Kernfunktion der Erregung.

Die Behauptung fiir G(-) ergibt sich als Erweiterung von Lemma 6.9, da der Beweis auch
fiir stiickweise glatte Funktionen gilt. 0

Die polynomialen Glattungsfunktionen (Beispiel 6.13) erfiillen die Voraussetzungen von
Lemma 6.22, d. h. die Bedingungen an die Kernfunktionen @, 5(-) und G(-) der geglt-
teten Erregung und der Losung des Systems fiir die Anwendbarkeit von Satz 5.8 wurden
auf Bedingungen an die ungeglattete Kernfunktion Q(-) zuriickgefiihrt.

Damit laft sich genau feststellen, bis zu welcher Ordnung Entwicklungen fiir die Korrela-
tionsfunktionen der Erregung und des Systemausgangs sowie deren Ableitungen existie-
ren, wenn bestimmte Voraussetzungen an die Glattungsfunktion £, s(-) und die Funktion
Q(-) erfiillt sind. Hier soll sich auf den Fall N = oo beschrénkt werden.

Satz 6.23
Es wird ein System (2.1) mit Erregung (2.4) durch gegléttete Integralfunktionale (6.19)
mit Kernfunktion Q,s(t) = h,s(t)Q(t) betrachtet.

Erfiillen die Glédttungsfunktion h, s(-) und die Funktion Q)(-) die Voraussetzungen von
Lemma 6.22, dann existieren die Entwicklungen der unten angegebenen Korrelations-
funktionen fiir beliebige Ordnungen N € Ny und die Folgen der Approximationen kon-
vergieren fiir alle festen ¢ > 0 gleichméfig gegen die exakten Funktionen.

Im Fall0 < e < g erhalt man gemaéf Satz 5.8

1. die Entwicklungen von R o (-) fiir k,l =0,...,p, wenn
) L L
dlr) = [ QL w+ ) du
0
und

-1

Uh(s) = D (~1)"QUE @ — ) [QUT(6) = QU T IG)] e N,

0

<.

3
|

gesetzt werden, wobei fiir Q;{g(é) = Qgg(é — 0) die linksseitigen Grenzwerte zu
berticksichtigen sind,
2. die Entwicklungen von R,u),u (+) fiir k,l = 0,1, wenn
gl (1) = /G(k)(u)é(lﬂ)(u +7) du
0
und

7—1
Uh(s) = D (~1)"G @ = 8) |65 6) - GVT@)] L e N,

m=0
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gesetzt werden. Die Funktionen Gy(-), i = 1,2 sind hier durch die stiickweise Dar-
stellung der Funktion

o Gt teo0,9)
Ga(t) teld,o0)

in (6.20) definiert, fiir G (8) = G\ (6 —0) sind erneut die linksseitigen Grenzwerte

einzusetzen.
Beweis.
Die Lemmata 5.2 und 5.3 sichern die Existenz der Entwicklungen, das Korollar 5.9 die
Konvergenz der Folge der Approximationen. n

Fortsetzung des Beispiels 6.17 Es wird das geglittete Integralfunktional f(t,w) mit
Q) = e und R(7) = (1 — |7])+ mit polynomialer Glattungsfunktion der Ordnung
p = 2 betrachtet. Die Approximationen der Korrelationsfunktion entsprechend Satz 5.4
und 5.6 seien mit NRf(k)f(k) (punktweise) und NRf(k)f(k) (gleichméfig) bezeichnet.

Fiir die Parameter ¢ = 0.3, 6 = 1 und v = 1 sind die Approximationen fiir N =0,...,6
in Abbildung 6.6 dargestellt.

Die gleichméfigen Approximationen konvergieren gegen die exakten Korrelationsfunk-
tionen. Es kann davon ausgegangen werden, daf die Approximation fiir N = 6 in der
Abbildung optisch der exakten Korrelationsfunktion entspricht, da sich die Linien ab
N > 4 iiberdecken.

An diesem Beispiel lassen sich die Eigenschaften der Entwicklung fiir stiickweise glatte
Kernfunktionen diskutieren. Die punktweisen Approximationen Néf(k) F0) sind aufgrund
der Eigenschaften von geglatteten Kernfunktionen fiir N+k < p = 2 stetig, fiir N > p—k
in den Punkten 7 = 0 und 7 = ¢§ unstetig. An der Stelle 7 = ¢ miissen weder die
rechts- und linksseitigen Grenzwerte iibereinstimmen noch mit dem Wert fir 7 = §
harmonieren. Die Werte an den Unstetigkeitsstellen sind durch kurze waagerechte Striche
der entsprechenden Linie markiert. Es gilt jedoch NRf(k) (7)) = NRf(k) s (7) filr 7 €
{—=9,0,6}. Dieses Verhalten wird in Abbildung 6.7 verdeutlicht, wo die Umgebung um
T =0 von NRJ;};(T) und NRf'f'(T) vergrofert dargestellt ist.

6.2.5 Beispiel Einmassenschwinger
Analog zu Abschnitt 6.1.5 wird die Gleichung der Relativbewegung

i+ 20000 + 02z = —f (6.11)
betrachtet. Als Erregung soll das geglittete Integralfunktional f(¢,w) aus Beispiel 6.17
mit Kernfunktion A, s(t) e™* mit v = 1, dem Glattungsgrad p = 2, dem Glattungspa-

rameter 6 = 1 und Korrelationslange ¢ = 0.3 dienen. In Abbildung 6.8 sind die Ap-
proximationen der Korrelationsfunktionen R,,(7), R;:(7) und Rj;(7) entsprechend der
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Abbildung 6.6: Approximationen der Korrelationsfunktionen von f®)(t,w), k = 0, 1,2,

der Ordnung N = 0,...,6 (Linien von hell nach dunkel)
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NRff(T) (punktweise) NRf'f'(T) (gleichméfhig)

T
0.92 0.94 O.?G O.?S 1 1.92 1.94 1.96 1.98

0.14 0

T
0.92 O.?4 0.? 0.98 1 J..l‘JZ 1.94 J..“Jb J..L‘JS

—0.15

—0.2 —0.25

—0.3

Abbildung 6.7: Approximationen der Korrelationsfunktionen von f (t,w) der Ordnung
N =0,...,6 (Linien von hell nach dunkel)

Entwicklung fiir stiickweise glatte Kernfunktionen der Ordnungen N = 0,...,6 darge-
stellt. Dabei werden die punktweisen und die gleichméfigen Approximationen verglichen.
Es ist davon auszugehen, dafl bei der vorliegenden Parameterwahl die schwarzen Linien
den Fall N — oo widerspiegeln, d. h. die gleichméfigen Approximationen fiir N = 6
bereits sehr gute Naherungen der exakten Korrelationsfunktionen sind.

Dieses Beispiel ermoglicht auch einen Vergleich zwischen den Entwicklungen fiir glat-
te und stiickweise glatte Kernfunktionen. Die Kernfunktion von #(t,w) ist die zweite
Komponente von G'(-), wenn G(-) die Kernfunktion der Losung z(¢,w) des Aquivalenten
Systems 1. Ordnung ist. Aus Korollar 6.15 folgt G(-) € &°. Entwicklungen von R;(7)
entsprechend Satz 4.4 fiir N = 0 sind unter Beriicksichtigung von Satz 5.10 mdoglich. Bei
skalarer Erregungsfunktion °f(t,w) stimmt die gleichméfige Approximation der Ord-
nung N = 0 mit der punktweisen Approximation iiberein, die wiederum aufgrund der
Eindeutigkeit gleich der punktweisen Approximation °R;;(7) bei Entwicklung nach Satz
5.7 ist.

Zusammenfassend sei bemerkt, dafs fiir alle betrachteten Ansétze der Erregungsfunkti-
on Approximationen der Korrelationsfunktionen des Systemausgangs gefunden wurden.
Diese sind zum einen im Sinne einer asymptotischen Entwicklung fiir ¢ — 0 von beliebig
grofler Ordnung O(g"). Zum anderen konvergieren die Approximationen der Ordnungen
N fiir jedes € > 0 und N — oo gleichméfig gegen die exakten Funktionen. Eine genaue
Analyse des Approximationsfehlers ist durch Abschétzungen der Restglieder moglich.
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Approximationen der Korrelationsfunktionen der Absolutbewegung
x®(t,w), k=0,1,2, der Ordnung N =0, ...,6 (Linien von hell nach dunkel)
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Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

Menge der natiirlichen Zahlen

NuU {0}

Menge der reellen Zahlen

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen, R, = [0, c0)
Menge der komplexen Zahlen

Eulersche Zahl, e = exp(1)

Imaginire Einheit, i = —1

Einheitsmatrix

Nullvektor, Nullmatrix

adjungierte Matrix, M* = MT

Indikatorfunktion

positiver Anteil einer reellen Zahl, (¢); = max{0,¢}

Betrag einer Zahl, Norm eines Vektors, Matrixnorm ei-
ner Matrix

Erwartungswert der Zufallsgrofe (des Zufallsvektors) X
(Kreuz-)Korrelationsfunktion

Ray(s,1) = E{[(t) = B {a(t)}][y(s) — B {y(s)}]"}
(Kreuz-)Spektraldichte

im quadratischen Mittel

fast sicher, mit Wahrscheinlichkeit 1
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Thesen

1. Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Untersuchung des stochastischen Verhaltens
der Losung von zufilligen Differentialgleichungen, die durch ein System gewohnli-
cher Differentialgleichungen

r p
> Al (tw) =37 POt w)
1=0 k=0

fiir einen vektoriellen Zufallsprozef x(f,w) mit zufdlligem inhomogenem Term be-
schrieben werden. Die Matrizen Ay, ..., A, und F, . .., P, seien konstant und deter-
ministisch, der vektorielle Zufallsprozef f(¢,w) sei schwach stationér. Gleichungen
von dieser Gestalt mit den Parametern p = r = 2 entstehen bei der mathemati-
schen Modellierung von stochastisch fremderregten Schwingungsproblemen.

2. Die Methode zur Approximation von zweiten Momenten der stationdren Losung
beruht auf der in [1] vorgestellten Theorie der Behandlung von Aufgaben der ma-
thematischen Physik mit zufdlligen Gleichungen, bei der Zufallseinflissse durch
schwach korrelierte Prozesse oder durch Integralfunktionale von solchen Prozes-
sen modelliert werden. Wahrend sich [2] und [4] auf den Fall konzentrieren, in
dem eine Losungsdarstellung durch Integralfunktionale schwach korrelierter Pro-
zesse moglich ist, werden nun auch Integralfunktionale von Ableitungen schwach
korrelierter Prozesse in die Betrachtungen einbezogen.

3. Zur Modellierung der Erregung werden e-korrelierte Prozesse verwendet, eine spe-
zielle Klasse von schwach korrelierten Prozessen. Aufbauend auf den Resultaten
in [3] werden Konstruktionsmethoden fiir Korrelationsfunktionen von differenzier-
baren e-korrelierten Prozessen angegeben. Insbesondere mit den in dieser Arbeit
vorgestellten B-Spline-Korrelationsfunktionen liegt nun eine Vielzahl von Korrela-
tionsfunktionen differenzierbarer Prozesse vor, die eine einfache explizite Darstel-
lung besitzen.

4. In [3] wurden asymptotische Entwicklungen fiir die Korrelationsfunktion vektor-
wertiger Integralfunktionale e-korrelierter Prozesse angegeben. Fiir die Analyse von
Schwingungsmodellen sind jedoch auch Ableitungen solcher Funktionale von Be-
deutung. Diese Ableitungen haben im allgemeinen nicht wieder die Struktur eines
Integralfunktionals, so dafs neue Aspekte beriicksichtigt werden miissen. Es gelingt
nun, asymptotische Entwicklungen fiir die Korrelationsfunktion der Ableitung so-
wie fiir die Kreuzkorrelationsfunktion von Integralfunktional und dessen Ableitung
herzuleiten.

5. Von besonderer Bedeutung bei der Analyse von Fahrzeugschwingungen (vgl. [2])
sind Integralfunktionale mit stiickweise glatter Kernfunktion. Die aus dem Fall
glatter Kernfunktionen bekannte Herangehensweise ermaoglicht hier im allgemeinen
keine Entwicklungen héherer Ordnung. Durch eine abschnittsweise Betrachtung der
Korrelationsfunktion gelingt es in dieser Arbeit, auch fiir den Fall stiickweise glatter
Kernfunktionen asymptotische Entwicklungen anzugeben.

6. Die in den Thesen 4 und 5 angesprochenen asymptotischen Entwicklungen einer
Korrelationsfunktion R(7) gelten fiir ¢ — 0. Fiir feste Werte von ¢ ergeben sich auf



der Basis der Entwicklungen analytische Darstellungen beziehungsweise Approxi-
mationen der Korrelationsfunktion. Es werden jeweils eine punktweise beziiglich 7
giiltige und eine gleichméafig auf dem gesamten Definitionsgebiet R der Korrela-
tionsfunktion giiltige asymptotische Entwicklung angegeben. Wahrend die punkt-
weise Entwicklung eine Potenzreihe in e darstellt, ist eine solche einfache Struktur
fiir die gleichméfige Entwicklung nicht zu erreichen.

7. Ein Vorteil der gleichméafigen Entwicklung liegt darin, daft die dadurch definier-
ten Approximationen stetige Funktionen sind. An einem Beispiel wird gezeigt, wie
ungiinstig eine punktweise Approximation ausfallen kann. Weiterhin werden fiir
die gleichméfigen Approximationen analytische Darstellungen und Abschéatzun-
gen der Restglieder angegeben sowie Bedingungen formuliert, unter denen die Fol-
ge der Approximationen gegen die exakte Korrelationsfunktion konvergiert. Die
asymptotische Entwicklung definiert dann fiir feste € eine gleichméfig konvergente
Reihendarstellung der Korrelationsfunktion. Vergleiche von verschiedenen Appro-
ximationen mit der exakten Funktion erfolgen an einem Beispiel.

8. Fiir Systeme mit einer Erregung durch einen differenzierbaren e-korrelierten Prozefs
wird gezeigt, daf die Entwicklungen beliebiger Ordnung der Korrelationsfunktionen
der Ableitungen () (¢t,w),l = 0,...,r, existieren und die Folgen der Approximatio-
nen konvergieren. Die Verwendung verschiedener Losungsdarstellungen ermoglicht
es zum einen, die Ordnungen der Korrelationsfunktionen fiir ¢ — 0 zu bestimmen,
und zum anderen eine einfache Berechnung der Entwicklungskoeffizienten anzuge-
ben, die bei einer numerischen Realisierung eingesetzt werden kann. Am Beispiel
des Einmassenschwingers, dem einfachsten Modell eines stochastisch erregten Ozil-
lators, wird unter anderem der Einflufs der Differenzierbarkeitseigenschaften des
Erregungsprozesses diskutiert.

9. Auch bei einer Erregung durch Integralfunktionale mit einer geeignet gewéhlten
Kernfunktion zeigt sich, dafs die asymptotischen Entwicklungen beliebiger Ord-
nung der Korrelationsfunktion der Losung und deren Ableitungen existieren sowie
die Folgen der Approximationen gleichméfig konvergieren. Da eine Abschatzung
der Restglieder der Approximationen mdoglich ist, konnen nicht nur Aussagen fiir
das asymptotische Verhalten fiir ¢ — 0 getroffen, sondern auch zur Grofe der Ap-
proximationsfehler angeben werden. Insbesondere wird der Fall diskutiert, bei dem
eine Modellierung der Erregung durch gegliattete Integralfunktionale erfolgt.
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