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Klaus Th. Hess und Klaus D. Schmidt Die vorliegende Arbeit illustriert

das Prinzip der Risikoteilung
anhand typischer Beispiele von
Versicherungsvertragen zwi-
schen Versicherungsnehmer
und Versicherungsunternehmen
oder zwischen Erstversicherer

Risikoteilung und Ruckversicherung und Rickversicherer und sie

skizziert einige der mit der
Risikoteilung verbundenen
mathematischen Probleme.

The present paper illustrates
the principle of risk sharing by
way of prominent examples of
insurance contracts between
the policyholder and the

. . .. - o insurance company, as well as
1 Einleitung Schadenhdhe und der maximal moghcherﬁjetween the primary insurer

Schadenhdhe typischerweise viel gro3er al§,; e reinsurer and it
Die wirtschaftliche Lage einer naturlichenm Beispiel des Wurfes eines Wilrfels, well sqgresses some of the
oder juristischen Person kann durch unvoeinerseits sehr hohe Schaden mdoglich sinehathematical problems related
hersehbare Ereignisse erheblich beeintrachnd andererseits sehr hohe Schaden nur mig risk sharing.
tigt oder sogar bedroht werden. Zu derarteiner sehr kleinen Wahrscheinlichkeit ein-
gen Ereignissen gehdren schwere Erkratreten. Da die Versicherungspramie auf-
kungen, der Eintritt von Invaliditat, der Todgrund des Ausgleichs im Kollektiv im
eines Angehdrigen, der Verlust von VermdWesentlichen durch den Erwartungswert der
gen durch Feuer oder Uberschwemmunchadenhohe bestimmt wird, kénnen Ver-
aber auch Haftpflichtanspriiche von Seitesicherungsvertrage zu einem relativ gerin-
Dritter, um nur einige Beispiele zu nennengen Preis Schutz vor hohen finanziellen
Ein Versicherungsvertrag kann den Eintrit¥erlusten bieten.
derartiger Ereignisse nicht verhindern, aber Wie das Gesetz der GroRen Zahlen ist
er bietet Schutz vor ihren finanziellenauch der Ausgleich im Kollektiv an Voraus-
Folgen. Der Preis fir diesen Schutz ist disetzungen gebunden, die sich grob wie folgt
Versicherungspramie. formulieren lassen:
» Die Risiken (= Versicherungsvertrage)
sollten einander &hnlich sein.
2 Der Ausgleich im Kollektiv » Schéaden bei verschiedenen Risiken soll-
ten nicht durch eine gemeinsame
Der Grundgedanke von Versicherung be- Ursache (wie zum Beispiel eine Uber-
steht darin, dass eine Gemeinschaft die schwemmung) ausgel6st werden.
finanziellen Folgen von Schadenféllen im Der Bestand der versicherten Risiken
Allgemeinen leichter tragen kann als der sollte grof3 sein.
Einzelne. Dieser Grundgedanke wird in deDiese Voraussetzungen fur den Ausgleich
Versicherungsmathematik als Ausgleich inm Kollektiv lassen sich in mathematischer
Kollektiv bezeichnet und findet seine mafForm prazisierea.
thematische Begrindung im Gesetz der
GroRRen Zahlen.
Eine elementare Version des Gesetzes d8r Das Prinzip der Risikoteilung
Grol3en Zahlen besagt, dass beim wiederhol-
ten Wurf eines Wiirfels die im DurchschnittEine Besonderheit vieler Versicherungsver-
erzielte Augenzahl mit groBer Wahrscheintrdge ist die Vereinbarung eines Selbst-
lichkeit nur geringfiigig vom Erwartungs-behaltes, der eine Beteiligung des Versi-
wert 3,5 (= Mittelwert der maoglichen cherungsnehmers im Schadenfall vorsieht
Augenzahlen) abweicht, wenn nur hinreiund damit zu einer Reduktion der Versi-
chend oft gewdirfelt wird. Der Erwartungs-cherungsleistung fuihrt. Ein geeignet ge-
wert ist also viel kleiner als die maximalwahlter Selbstbehalt ist sowohl fir den
mdgliche Augenzahl.
Bei Versicherungsvertragen ist der Untel
schied zwischen dem Erwartungswert det vgl. Schmior [12].
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Versicherungsnehmer (VN) als auch fir das Versicherund2egelungen fir feste und prozentuale Zuzahlungen in der
unternehmen (VU) von Vorteil: Fir den VN, weil er zu eineGKYV, die in den vergangenen Jahren bestandig zugenom-
geringeren Pramie fihrt, ohne den Schutz vor groRen umen hat, ist eine Verringerung des Verwaltungsaufwandes
damit bedrohlichen Schaden zu beeintrachtigen; fir das Vhler jedoch kaum zu erwarten.

weil er — neben der Reduktion der Versicherungsleistungen

und der Verwaltungskosten — einen Anreiz dafir setzt, dass

der Versicherungsnehmer sich um eine Begrenzung cﬁrProportionale Riickversicherung

Schadenzahl bzw. der Schadenhthe bemiht. Durch die

Vereinbarung eines Selbstbehaltes erfolgt eine Risik&ine besonders einfache Form der proportionalen

teilung zwischen VN und VU. Ruckversicherung ist die Quoten-Ruckversicherung, bei der
Bei Vertragen mit Risikoteilung unterscheidet man alder zuféllige Gesamtschaden S eines Geschéftsjahres gemaf

Grundformen die proportionale und die nichtproportionaleiner vertraglich vereinbarten Quaigl(0,1) entsprechend

Risikoteilung: der Gleichung

» Bei der proportionalen Risikoteilung beteiligt sich der
VN an jedem Einzelschaden oder am Gesamtschader qS+ (1 -Q)S
des Versicherungsjahres zu einem bestimmten Pro-
zentsatz. auf den EV und den RV aufgeteilt wifdEine Quoten-

» Bei der nichtproportionalen Risikoteilung beteiligt sichRuckversicherung kann Eigenkapital des EV ersetzen und
der VN an jedem Einzelschaden oder am Gesandrmdglicht dem EV daher eine Ausweitung seines Ge-
schaden des Versicherungsjahres bis zu einem bestinsohaftsvolumens; sie bietet ihm aber keinen echten Schutz
ten Hochstbetrag. vor Gro3schaden.

Diese Grundformen der Risikoteilung kénnen auch kombi- Die Bestimmung der Quoteg fir einen einzelnen Ver-

niert werden. sicherungszweig ist elementar, wenn der Erwartungswert
Das Prinzip der Risikoteilung wird nicht nur beiE[S bekannt ist und der EV aus dem ihm verbleibenden

Vertragen zwischen VN und VU angewendet, sondern bild&eschéft einen bestimmten Ertigg§ = G erzielen moch-

auch die Grundlage fir Vertrdge zwischen Versicherung®e. Interessant wird es jedoch, wenn fir zwei

unternehmen. Die bekannteste Form der Risikoteilung zwiersicherungszweige mit den GesamtschaBgrund S,

schen Versicherungsunternehmen ist die Ruckversicheru@yoten q; und g, so gewahlt werden sollen, dass ein

die dem Schutz eines Versicherungsunternehmens vor gbestimmter Ertrade[0;S; + 0,S;] = G erzielt wird. In die-

Ren Schéaden dient. Bei einem Rickversicherungsvertrsgm Fall sind die Quotan undg, durch den gewunschten

tritt der Erstversicherer (EV) an die Stelle des VN und défrtrag nicht eindeutig bestimmt und man bendétigt zur

Ruckversicherer (RV) tritt an die Stelle des VU. Bestimmung der optimalen Quotgpundd, ein geeignetes

Optimalitatskriterium. Ein solches Optimalitatskriterium ist

beispielsweise die Minimierung der Varianz g8, +

0,S,] unter der Nebenbedinguigio S; + 0,S;] = G. Dieses

Optimierungsproblem erfordert neben der Kenntnis der

Nichtproportionale Selbstbehalte sind vor allem in deévarianzen der Gesamtschdden auch die Kenntnis ihrer

Kaskoversicherung fir Kraftfahrzeuge bekannt, bei der di€ovarianz und ist verwandt mit dem Allokationsproblem in

Mdglichkeit besteht, einen festen Betrag als Selbstbehdir Kapitalmarkttheori€. Aus dem Projektionssatz im

(pro Schadenfall) zu vereinbaren. Derartige Selbstbehatilbert-Raum ergibt sich die Existenz und Eindeutigkeit

fuhren zu geringeren Versicherungsleistungen und Prdmieginer Losung, die aber nur unter zusatzlichen Vorausset-

sowie zu einer Verringerung des Verwaltungsaufwandeaingen explizit angegeben werden kénn.

weil die Bearbeitung von Kleinschéaden entféllt. In der Die Quoten-Ruckversicherung kann man auch so verste-

Vollkaskoversicherung fuhren sie aul3erdem dazu, dass &en, dass fir alle Risiken eines Bestandes dieselbe Quote

Schaden, dessen Hohe den Selbstbehalt nicht Gbersteagigewendet wird. Bei einem heterogenen Bestand weicht

nicht zu einer Riickstufung im Bonus-Malus-System fhrtman von diesem Prinzip ab und bestimmt fiir jedes Risiko
Nichtproportionale Selbstbehalte sind auch in der privaine individuelle Quote, beispielsweise in Abhangigkeit von

ten Krankenversicherung (PKV) weit verbreitet, bei deder Versicherungssumme. Diese Form der proportionalen
vielfach die Moglichkeit besteht, einen festen Betrag aRiickversicherung wird als Summenexzedenten-Ruckver-

Selbstbehalt (pro Versicherungsjahr) zu vereinbaren. Dé&cherung bezeichnet.

Auswirkungen derartiger Selbstbehalte sind in der PKV im

Prinzip dieselben wie in der Kaskoversicherung. Dies g

auch fur die langerfristigen Auswirkungen von Selbstbe

halten, indem Versicherungsjahre, in denen die Krankhei
kosten den Selbstbehalt nicht Ubersteigen, zu zusatzlict

Beitragsermafigungen in den Folgejahren fuhren.

Die PKV liefert auch ein Beispiel fiir proportionale

4 Selbstbehalte von Versicherungsnehmern

Selbstbehalte, die bei den Beihilfetarifen fiir Angehérig®
des offentlichen Dienstes vorgesehen sind und deren H¢
durch die Beihilfeverordnung des Arbeitgebers festgele®
ist. 4

SchlieBlich gibt es auch Kombinationen von proportic
nalen und nichtproportionalen Selbstbehalten, die jede,
Versicherten in der gesetzlichen Krankenversicherur
(GKV) bestens bekannt sind. Aufgrund der Komplexitat dee

20

Die Tarifierung in der Kraftfahrtkaskoversicherung erfolgt nach &hnlichen
Prinzipien wie in der Kraftfahrthaftpflichtversicherung; vgbcer[15].

Zur mathematischen Begriindung von Bonus-Malus-SystemenagheE [14].

Die Quote wird gleichzeitig fur die Aufteilung der Pramie zwischen EV und RV
verwendet.

Vgl. HORNSTEIN, Novok-RosTAsund SSHMIDT [8].

Vgl. ScHmipT [13].
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6 Nichtproportionale Rickversicherung e Zu diesem Zweck betrachtet man anstelle der urspring-
lichen Schadenzahl N die Schadenzahl
Beispiele fir nichtproportionale Formen der Rick-
versicherung sind die Stop-Loss-Riickversicherung und die V" : = T A ixd)
Excess-of-Loss-Ruckversicherung.

Die Stop-Loss-Ruckversicherung basiert wie die Quoten- des RV, also die Anzahl der Schaden, die die Prioritat
Ruckversicherung auf dem zufélligen GesamtschaSlen  (bersteiged?
eines Geschéftsjahres. Gemal einer vertraglich vereinbartenEtwas schwieriger ist die Konstruktion der Folge der
Prioritat c > 0 wird der Gesamtschaden entsprechend der Schadenhdhen des RV. Dazu definiert man zunachst eine
Gleichung Folge {uij}imn von zufélligen Indizes derart, dassdie
zuféllige Position degten Grol3schadens in der Folge
der urspringlichen Schadenhéhen ist. Mit Hilfe der
Folge {uj}ign definiert man dann durch Fallunter-
scheidung! nach den Werten von die Schadenhdhe

S=min{S, ¢ + max{0, S- ¢}

auf EV und RV aufgeteilt Anders als die Quoten-
Ruckversicherung bietet ein Stop-Loss-Vertrag dem EV
Schutz vor Geschéaftsjahren mit einem unglnstigen Xi = Ziakpw=n(X; —d)

Schadenverlauf, der sich durch eine ungewohnlich grol3e

Anzahl von Einzelschaden oder durch ungewohnlich hohe desi-ten Schadens des RV.

Einzelschaden (Grol3schaden) ergeben kann. Es lasst sich nachweisen, d&bl, { X*;};;n> ein kollekti-

Die Excess-of-Loss-Ruickversicherdrzeruht auf einem ves Modell ist. Daran ist vor allem bemerkenswert, dass die
Selbstbehalt des EV fiur jeden Einzelschaden. Daher bieg&thadenzahl und die Schadenhéhen des RV voneinander
ein Excess-of-Loss-Vertrag dem EV Schutz vor Grofitnabhangig sind, obwohl beide Gré3en durch die urspring-
schaden, nicht aber vor einer Anhaufung von Einzelschaddéinohen Schadenhdhen bestimmt sind. Au3erdem erhalt man

Die mathematische Formulierung der Excess-of-Losfie wichtige Gleichung
Ruckversicherung beruht auf der Darstellung des Ge-
samtschadens mit Hilfe eines kollektiven ModedlN, N* 3re N
{X}ioin>, in der Form Zis Xi = Limax{0, X; —d}

Das bedeutet, dass der Gesamtschaden des RV tatséchlich
mit Hilfe des neuen kollektiven ModelldN*, { X*i}iqin>

Dabei bezeichnet die zufallige Anzahl der Schaden uw§d dargestellt werden kann.

die Hohe de&ten Schadens und es wird angenommen, dassDie soeben skizzierte Konstruktion des kollektiven
die Folgé { X;};on Unabhangig und identisch verteilt sowieModells des RV lasst sich verallgemein€rond auf ande-
unabh&ngig vom ist. Die Darstellung des Gesamtschadene Gebiete der Versicherungsmathenidtikowie in der

mit Hilfe eines kollektiven Modells bietet den Vorteil, dassStatistik4 anwenden.

wie etwa im Fall der Gleichung vonA\H Die bereits erwahnte Tatsache, dass der RV nur diejeni-
gen Schaden kennt, die die Prioritdt Ubersteigen, fuhrt
auRerdem zum Problem der Spatschaden. Dies sind
Schaden, bei denen entweder der Schaden selbst oder aber
Eigenschaften der Verteilung des Gesamtschadens &ei ganzes Ausmald erst mit grof3er zeitlicher Verzdégerung
Eigenschaften der Verteilungen der Schadenzahl und -~

S:Z:‘LX:‘-

E[S = E[N] - E[X4],

Schadenhdhe abgeleitet werden kdnnen.

Bei einem Excess-of-Loss-Vertrag wird der Gesamtsch
den gemaR einer vertraglich vereinbarten PrioditdD ent-
sprechend der Gleichung

§=%" min{X,,d}+ ¥ max{0, X; - d}

Fur weitere Ausflihrungen zur Excess-of-Loss-Riickversicherung eghisr
[12] und Hess[5].

8 In der Praxis werden natirlich nur endlich viele Schadenhdhen beobachtet. Da

auf EV und RV aufgeteilt. Damit ergibt sich sowohl fur der
Gesamtschaden des EV als auch fir den Gesamtschader
RV eine Darstellung mit Hilfe der kollektiven ModeKk®,
{min{ X;, d}} ;N> und <N, {max{0, X; — d}} jyn>. Die
Gesamtschaden von EV und RV Iassen sich, anders als,
der Quoten- oder Stop-Loss-Ruckversicherung, nicht n’
Hilfe des ursprunglichen Gesamtschadens darstellen.
Wahrend es bei dieser Modellierung keine Probleme a™
der Seite des EV gibt, erweist sich das bisher betracht
kollektive Modell fir den RV aus statistischen Griunden al*?
problematisch: Da der RV in der Regel nur diejenige
Schaden kennt, die die Prioritat Ubersteigen, sind die im ki
lektiven Modell <N, {max{0, X; — d}} jqn> auftretenden
Zufallsvariablen fir den RV nicht beobachtBdis ist daher
erforderlich, fur den RV ein anderes kollektives Modell zi
konstruieren, das nur solche Zufallsvariablen enthalt, die f
den RV beobachtbar sind und damit zur Kalkulation de
Ruckversicherungspréamie herangezogen werden kdnnen

5

13

14
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deren Anzahl jedoch zufallig ist, ist es zweckméRig, von einer unendlichen Folge
von Schadenhdhen auszugehen.

In der Praxis gibt es eine Meldeschwelle, die unterhalb der Prioritat liegt. Dadurch
wird das Problem verschoben, aber nicht aufgehoben.

Die Indikatorfunktionyx;-q liefert den Wert 1 wenix; > d gilt und 0 sonst. Die
Summe zahlt also die Anzahl der GroRschaden.

In der Summe ist je nach dem zufélligen Wert vpimmer genau ein Summand
verschieden von 0, und fir diesen Summander)(gﬂtd.

Eine ausfihrliche Darstellung mit Beweisen findet sich tesisf8]; fur altere und
verwandte Ergebnisse in der Risikotheorie vgisgl MAacHT und SHMIDT [6],
FRANKE und MAcHT [2], MACHT und SHMIDT [9] und SHMIDT [11].

Fur Anwendungen in der Krankenversicherungsmathematik &g [M].

In der Statistik entspricht das Vorgehen einer nachtraglichen Schichtung beim
Ziehen mit Zuruicklegen. Dabei ergibt sich, dass die geschichteten Stichproben-
variablen innerhalb einer Schicht unabhangig und identisch verteilt, zwischen den
Schichten unabhéngig und insgesamt unabhé&ngig von den zufalligen Stichproben-
umféangen der einzelnen Schichten sind; hingegen sind die zufélligen Stichproben-
umfénge der einzelnen Schichten im Allgemeinen nicht unabhangig voneinander.
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Tabelle 1

Quoten-Vertrag Excess-of-Loss Vertrag
Schadenhdhe RV EV RV EV

250.000 75.000 175.000 75.000 100.000
2.000 600 1.400 0 1.400
10.000 3.000 7.000 0 7.000
1.200.000 360.000 840.000 740.000 100.000
40.000 12.000 28.000 0 28.000
120.000 36.000 84.000 0 84.000
15.000 4.500 10.500 0 10.500
600.000 180.000 420.000 320.000 100.000
2.237.000 671.100 1.565.900 1.135.000 430.900

bekannt werded® Da Schaden mit einer langen Ab-+ Auch ein RV kann sich bei sehr groRen Risiken wie ein
wicklungsdauer dem RV im Wesentlichen erst dann bekannt EV verhalten und selbst Ruckversicherungsschutz ein-
werden, wenn ihre Schadenhdhe Uber die Prioritat hinaus- kaufen. In diesem Fall spricht man von Retrozession.
wachst, stellt sich fir den RV in besonderem MaRe d&chliel3lich ist es ublich, verschiedene Formen der
Problem der Reservierung fiir Spatschatfen. Ruckversicherung zu einem Riickversicherungsprogf®mm
zu kombinieren. Dabei kdnnen die einzelnen Bestandteile
eines Ruckversicherungsprogramms entweder bei verschie-
7 Optimale Formen der Rickversicherung denen RV oder alle bei ein und demselben RV platziert wer-
den.
Aus den vielfaltigen Mdglichkeiten der Ausgestaltung von Tabelle 1 zeigt ein Beispiel fir ein Rickversicherungs-
Ruckversicherungsvertragen ergeben sich ebenso vielfaltigwgramm, das aus einem Quoten-Vertrag mit einer Quote
Optimierungsprobleme: von 70 % fir den EV und einem anschlielBenden Excess-of-
 Das oben am Beispiel der Quoten-Rickversicheruigss-Vertrag mit einer Prioritdt von 100 000 € besteht.
und aus der Sicht des EV beschriebene Problem deabelle 2 zeigt die Aufteilung des Gesamtschadens. In der
Wahl optimaler Parameter besteht auch fur alle anderBnaxis sind auch wesentlich komplexere Ruckversiche-
Formen der Rickversicherung und stellt sich nicht nuungsprogramme Ublich.
fur den EV, sondern auch fur den RV.
o Daruber hinaus stellt sich fir den EV und fur den RV das
Problem der Wahl einer optimalen Form der Ruck-
versicherund”’ Tabelle 2
e Eine besondere Art der Ausgestaltung von Rick

versicherungsvertragen besteht in der Verwendung v&V 430 900
Wiederauffullungsklauseln. In derartigen Vertragen bieRV Quoten-Vertrag 671 100
tet der RV dem EV gegen eine Anfangspramie eine b&V Exess-of-Loss-Vertrag 1135 000
grenzte Deckung, die nach dem Eintritt von Schaden

(zum Beispiel Sturmschaden im Frihjahr) erlischt un@Gesamt 2 237 000

durch die Zahlung einer zusatzlichen Pramie erneuert
werden kanr8
Bei der mathematischen Analyse dieser Optimierungs-
probleme kdnnen bekannte Ergebnisse der Wahrscheinlich-
keitstheorie und der Optimierung herangezogen werden,
aber sie bedurfen im Allgemeinen einer Anpassung an die
Besonderheiten von Ruckversicherungsvertragen.

8 Weitere Formen der Risikoteilung zwischen Versiche-
rungsunternehmen

Es gibt weitere Formen der Risikoteilung zwischen Ver-
smher_ungsunterngh.men: . 15 Schaden mit einer langen Abwicklungsdauer treten insbesondere in der
e Bei groBen Risiken werden von vornherein mehrer Haftpflichtversicherung auf.
Versmherpngsur]ternehmen .betEIllgt. Wer etwa.f €l Das Problem der Reservierung fur Spatschaden ist sowohl in mathematischer als
Frachtschiff versichern will, bietet das Risiko zunachs  auch in wirtschafticher Hinsicht vielschichtig; vglake und Ssmior [10].
einem in diesem Gebiet besonders erfahrenen Leadl17 Eie 7 . ek oot o len Wahl der Form d
. : . H H ine Zusammenfassung bekannter Ergebnisse zur optimalen Wal er Form aer
Und_e_rwrlter an, (_jer _e$ emgehend prUft und bei em,el Ruckversicherung unter dem Varianz-Prinzip ist berBund SHMIDT [1] zu fin-
positiven Ergebnis einige Prozente der Deckung zeicl den.
net. Auf der Grundlage dieser Priifung beteiligen sic
dann weitere Versicherungsunternehmen an dt
Deckung. 19 Vgl. ScHmipT [12].

18 Vgl. HEssund SHMIDT [7].
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